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Einleitung

Als Albert�Algebren �uber einem K�orper k werden die endlich�dimensionalen
zentral�einfachen exzeptionellen Jordan�Algebren �uber k bezeichnet� Diese sind
mit den Formen der zerfallenden Albert�Algebra H��Zor�k�� identisch� wobei
Zor�k� die Algebra der Zornschen Vektormatrizen� also die zerfallende Oktonio�
nenalgebra �uber k bezeichne� Unter einer Form von H��Zor�k�� versteht man
dabei eine Jordan�Algebra J �uber k� deren Erweiterung J �k k zum algebrai�
schen Abschlu� k von k isomorph zu der zerfallenden Albert�Algebra H��Zor�k��
�uber k ist� Albert�Algebren stehen in engem Zusammenhang mit Azumaya�� d�
h� assoziativen zentral�einfachen� Algebren vom Grad 
 �uber k� Dies wird an�
hand zweier von J� Tits gefundenen Konstruktionen von Albert�Algebren deut�
lich� die zun�achst von Tits nur im Fall char k �� � de�niert �vgl� �J���� sp�ater aber
von McCrimmon unabh�angig von der Charakeristik ��M��� formuliert wurden�
In der ersten dieser sogenannten Tits�Konstruktionen geht man dabei von einer
Azumaya�Algebra A �uber k vom Rang 
 aus und de�niert mit Hilfe der Adjunk�
ten� der reduzierten Norm und Spur von A und eines invertierbaren Skalars aus
k eine Jordan�Struktur auf dem k�Vektorraum A � A � A� und in der zweiten
Tits�Konstruktion legt man ein Paar �B� �� zugrunde� wobei B eine Azumaya�
Algebra �uber einem K�orper K vom Grad 
 und � eine Involution zweiter Art
auf B ist� so da� k der Fixk�orper von �jK ist� und de�niert dann mit Hilfe der
Adjunkten� der reduzierten Norm und Spur von B� der Involution � und eines
invertierbaren Elements aus H�B� �� bzw� k eine Jordan�Struktur auf dem k�
Vektorraum H�B� ���B� McCrimmon zeigte� da� man eine Albert�Algebra� die
eine Unteralgebra der Form A� bzw� H�B� ��� A�H�B� �� wie eben beschrie�
ben� enth�alt� als erste Tits�Konstruktion aus A bzw� zweite Tits�Konstruktion
aus H�B� �� erh�alt� und da� in jeder Albert�Algebra eine Unteralgebra der Form
A� oder H�B� �� als Unteralgebra enthalten ist� Jede Albert�Algebra �uber ei�
nem K�orper k ist folglich eine erste oder zweite Tits�Konstruktion� Basierend
auf der zweiten Tits�Konstruktion wurde dann von Petersson und Racine �P�R��
der Tits�Proze� de�niert� der die erste und zweite Tits�Konstruktion als Spezi�
alf�alle enth�alt� und mit dem aus Algebren allgemeineren Typs Jordan�Algebren
konstruiert werden k�onnen� Der Tits�Proze� spielt in der Theorie der Jordan�
Algebren eine der Cayley�Dickson�Verdopplung in der Theorie der alternativen
Algebren vergleichbare Rolle� denn Petersson und Racine �P�R�� bewiesen� da�
alle einfachen Jordan�Algebren vom Grad 
 �uber einem K�orper k bis auf einige
Ausnahmen im Fall char k � 
 durch mehrfache Anwendung des Tits�Prozesses
aus k� konstruiert werden k�onnen�

Die Hauptergebnisse dieser Arbeit lassen sich nun folgenderma�en beschreiben�
Zun�achst wird analog der Vorgehensweise von Petersson �P� bei der Cayley�
Dickson�Verdopplung der Tits�Proze� auf geringte R�aume �ubertragen� wobei
durch die hier betrachtete Situation auch �uber a�nen Schemata� also �uber Rin�
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gen� eine Verallgemeinerung des urspr�unglichen Tits�Prozesses erzielt wird� Dann
wird gezeigt� da� jede Albert�Algebra �uber einem Schema �X�OX�� die eine Un�
teralgebra der FormA� oderH�B� �� enth�alt� wobeiA eineOX�Azumaya�Algebra
vom konstanten Rang � und �B� �� eine O�

X �Azumaya�Algebra vom konstanten
Rang � mit einer Involution � ist� so da� H�O�

X � �� � OX gilt� und O�
X eine lokal

freie OX�Algebra vom Rang � ist� ein Tits�Proze� ist� Als Anwendungen ergeben
sich insbesondere explizit exzeptionelle Jordan�Algebren �uber Ringen�

Im wesentlichen umfassen die einzelnen Paragraphen folgenden Inhalt�
In Paragraph � werden zun�achst die Begri�e Jordan�Algebra� Albert�Algebra und
kubische Form mit Adjunkter und Basispunkt �uber geringten R�aumen de�niert�
Aus dem entsprechenden Satz �uber Ringen wird gefolgert� da� eine kubische Form
�N��� �� mit Adjunkter und Basispunkt auf dem unterliegenden OX�Modul eine
Jordan�Algebra�Struktur induziert� Die entsprechende Jordan�Algebra wird mit
J �N��� �� bezeichnet� Weiter wird bewiesen� da� f�ur eine Albert�Algebra J �
J �N��� �� �uber einem lokal geringten Raum X �N��� �� eindeutig bestimmt ist�
Zuletzt wird mit Hilfe des treu�achen Abstiegs gezeigt� da� es zu einer Albert�
Algebra �uber einem Schema immer eine kubische Form �N��� �� mit Adjunkter
und Basispunkt gibt� so da� J � J �N��� �� gilt�

In Paragraph � wird der Tits�Proze� auf geringte R�aume �ubertragen� Dazu
wird �analog wie in der Situation �uber Ringen� vgl� �P�R��� ein geringter Raum
�X�O�

X�� eine assoziative O�
X �Algebra B mit B� � J �N��� ��� eine Involution

� auf B� ein geringter Raum �X�OX� und ein OX�Modul A� wobei OX bzw�
A insbesondere eine Untergarbe der Garbe der hermiteschen Elemente von O�

X

bzw� B ist� so vorgegeben� da� diese Daten geeignete Bedingungen erf�ullen� Dann
wird gezeigt� da� man nicht nur auf A�B �analog wie in �P�R���� sondern auch
auf A � P� wobei P ein lokal freier B�Linksmodul vom Rang � mit passenden
Eigenschaften ist� eine kubische Form mit Adjunkter und Basispunkt de�nieren
kann� so da� also eine OX�Jordan�Algebra�Struktur auf A�P erkl�art wird� Aus
dem Tits�Proze� wird dann als Spezialfall eine entsprechende Verallgemeinerung
der ersten Tits�Konstruktion gefolgert� Au�erdem wird gezeigt� da� sich wie im
klassischen Fall jeder Tits�Proze� in eine erste Tits�Konstruktion einbetten l�a�t�

In Paragraph 
 werden die oben erw�ahnten Aussagen �uber Albert�Algebren be�
wiesen� Als entscheidendes Hilfsmittel wird dazu gezeigt� da� eine Albert�Algebra

�uber einem lokalen Ring� die eine Azumaya�Algebra vom konstanten Rang � als
Unteralgebra enth�alt� analog wie in der Situation �uber einem K�orper eine klassi�
sche erste Tits�Konstruktion ist�

In Paragraph � werden Beispiele f�ur den Tits�Proze� behandelt� Insbesondere
erh�alt man dabei aus Azumaya�Algebren �uber Kurven vom Geschlecht Null bzw�
dem n�dimensionalen projektiven Raum PnR �uber einem Ring mittels der ersten
Tits�Konstruktion Albert�Algebren �uber Kurven vom Geschlecht Null bzw� PnR�
Die globalen Schnitte dieser Albert�Algebren �uber dem PnR liefern dann explizit






Jordan�Algebren �uber R� und es wird mit Hilfe der Glennie�Identit�at G� veri�
�ziert� da� ein Teil dieser Algebren exzeptionell ist� Als Unteralgebren solcher
erh�alt man z� B� �	�dimensionale exzeptionelle Algebren� die sich kanonisch als
Unteralgebren der zerfallenden Albert�Algebra H��Zor�R�� au�assen lassen�

Der Anhang dient als Erg�anzung� in dem Polynomabbildungen �uber geringten
R�aumen betrachtet werden� Insbesondere wird gezeigt� da� die angegebene De��
nition den Begri� der Polynomabbildung �uber Ringen �vgl� �Ro�� verallgemeinert�
Weiter wird der Di�erentialkalk�ul entwickelt� so weit er in den vorhergehenden
Paragraphen ben�otigt wird� und es wird bewiesen� da� sich lineare bzw� quadra�
tische bzw� kubische Abbildungen mit Polynomabbildungen vom Grad � bzw� �
bzw� 
 identi�zieren lassen�

Es wird von den �ublichen Standardbezeichnungen Gebrauch gemacht� Insbeson�
dere werden Terminologie und Begri�e aus der algebraischen Geometrie im Sinne
von R� Hartshorne �H� verwendet�

Herrn Prof� Dr� H�P� Petersson m�ochte ich f�ur die �Uberlassung des Themas und
die engagierte Betreuung bei der Anfertigung dieser Arbeit meinen besonderen
Dank aussprechen� Herrn Prof� Dr� M� Knus danke ich f�ur wertvolle Hinweise zu
der Theorie der Azumaya�Algebren�
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� Jordan�Algebren �uber geringten R�aumen

Im folgenden bezeichneX einen geringten Raum�OX die zugeh�orige Strukturgar�
be und M einen OX�Modul� De�nition und alle verwendeten Eigenschaften von
Polynomabbildungen sind im Anhang erl�autert� OX �Algebren� die Basiserweite�
rungen von OX bezeichnen� seien immer kommutativ� assoziativ und unit�ar�

Ist f � M� EndOX
�M� eine quadratische Abbildung und A eine OX�Algebra�

dann wird die quadratische Abbildung� die als Komposition der Morphismen

M�A
fA�� EndOX

�M��A kan�� EndA�M�A�

entsteht� als die Erweiterung von f auf M�A bezeichnet�

��� De�nition

�J � U� �� ist eine �quadratische� unit�are� Jordan�Algebra �uber X� falls J ein OX�
Modul und � � H��X�J � ist� und folgende gem�a� A�
� �aquivalente Bedingungen
gelten�

a� �� U � J � EndOX
�J �� x �� Ux� ist eine quadratische Abbildung�

�� U� � idJ �


� UUx�y� � Ux 	 Uy 	 Ux f�ur x� y � J y�

�� Ux 	 Uy�z�x� � Ux�Ux�z��y� f�ur x� y� z � J y�

�� F�ur jedeOX�Algebra A gelten die Aussagen 
� und �� f�ur die Erweiterung
von f auf J �A�

b� �� U � Pol�OX
�J �Pol�OX

�J �J ���

�� U� � idJ �


� UUx�y� � Ux 	 Uy 	 Ux f�ur x� y � J z�

�� Ux 	 Uy�z�x� � Ux�Ux�z��y� f�ur x� y� z � J z�

Quadratische Jordan�Algebren �uber Ringen seien wie �ublich de�niert �vgl� �J
��
��
����

yD� h�� es gibt eine o�ene Teilmenge V von X mit x� y� z � J �V ��
zD� h�� es gibt eine OX �Algebra A und eine o�ene Teilmenge V von X mit x� y� z � �J �

A��V ��
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��� Bemerkung

�J � U� ��� bestehend aus einem OX�Modul J � einer quadratischen Abbildung U �
J � EndOX

�J � und einem globalen Schnitt � � H��X�J �� ist eine Jordan�
Algebra �uber X

a� genau dann� wenn �J �V �� U�V �� �jV � f�ur jede o�ene Teilmenge V 
 X eine
Jordan�Algebra �uber O�V � ist�

b� genau dann� wenn �JP � UP � �P � f�ur jedes P � X eine Jordan�Algebra �uber OP

ist�

c� genau dann� wenn die Bedingungen 
� und �� aus De�nition ��� a� und deren
vollst�andige Linearisierungen� also die folgenden Identit�aten f�ur x� y� z� w � J
gelten�

	� Ux 	 Uy 	 Ux�z � Ux�z 	 Uy 	 Ux � UUx�y��Ux�z�y��

�� Ux 	 Uy 	 Uz � Uz 	 Uy 	 Ux � Ux�z 	 Uy 	 Ux�z � UUx�y��Uz�y� � UUx�z�y��

�� Ux 	 Uy 	 Uz�w � Ux�w 	 Uy 	 Ux�z � Uz�w 	 Uy 	 Ux � Ux�z 	 Uy 	 Ux�w

� UUx�w�y��Ux�z�y� � UUx�y��Uz�w�y��

�� Ux�z 	 Uy�w�x� � Ux 	 Uy�w�z� � Ux�Ux�z�w��y� � Uz�Ux�w��y�

� Uz�Ux�y��w� � Ux�Ux�z�y��w��

Beweis�

a� erh�alt man aus De�niton und Bemerkung A��	 und b� folgt� da Identit�aten in
Polynomabbildungen genau dann gelten� wenn sie lokal gelten� c� ergibt sich mit
Hilfe von a� aus �J
�� ��
� �

Zur Vereinfachung werden ab jetzt konstante� multilineare� quadratische und ku�
bische Abbildungen mit den jeweils gem�a� A�
� induzierten Polynomabbildungen
identi�ziert� Das hei�t insbesondere� Identit�aten dieser Abbildungen werden als
Identit�aten von Polynomabbildungen betrachtet� Daher wird auch der Ausdruck

�
x � M� oder

�
x ist lokaler Schnitt inM�� falls nicht explizit etwas anderes ver�

merkt wird� in dem Sinne verwendet� da� es eine OX�Algebra A und eine o�ene
Teilmenge V 
 X gibt mit x � �M�A��V ��

��� De�nition

�J � U� �� und �J �� U �� ��� seien Jordan�Algebren �uber X�
f � �J � U� �� � �J �� U �� ��� hei�t ein Homomorphismus von Jordan�Algebren�
wenn folgende Bedingungen erf�ullt sind�

�� f � J � J � ist ein OX�Modulhomomorphismus�

	



�� f��� � ���


� f�Ux�y�� � U �
f�x��f�y�� f�ur x� y � J �

Die Jordan�Algebren �uber X zusammen mit diesen Homomorphismen bilden eine
Kategorie�

��� Bemerkung

Sei � � X � X � ein Morphismus geringter R�aume und �J � U� �� bzw� �J �� U �� ���
eine Jordan�Algebra �uber X bzw� X �� Dann ist �� �J �� � �U �� ��� bzw� ���J � ��U� ��
eine Jordan�Algebra �uber X bzw� X ��

Beweis�

Wegen ��J �V �� � J �����V ��� f�ur jede o�ene Teilmenge V � 
 X � ist die Aussage
f�ur �� klar� und wegen �� �J ��P �� J �

��P � �OX����P �
OX�P f�ur P � X folgt sie f�ur � �

gem�a� ��� b�� �

��	 Beispiel

Ist A eine assoziative� unit�are OX �Algebra� so wird durch Ux�y� �� xyx f�ur
x� y � A eine quadratische Abbildung U � A � EndOX

�A�� x �� Ux� de�niert�
und �A� U� ��� wobei � � H��X�A� das Einselement in A bezeichne� ist eine
Jordan�Algebra �uber X� die mit A� bezeichnet wird�

��
 Satz

Sei �X�OX� ein a�nes Schema mit R �� H��X�OX��
a� Ist R noethersch� so liefert der Funktor �J � U� �� �� � �J � �U� �� eine �Aquivalenz
zwischen der Kategorie der als Moduln endlich erzeugten Jordan�Algebren �uber
R und der Kategorie der als Moduln koh�arenten Jordan�Algebren �uber X�
b� Der gleiche Funktor liefert eine �Aquivalenz zwischen der Kategorie der als
Moduln endlich erzeugten projektiven Jordan�Algebren �uber R und der Kategorie
der als Moduln lokal freien Jordan�Algebren �uber X�

Beweis�

Die Behauptungen folgen aus der �Aquivalenz der entspechenden Kategorien von
Moduln in Verbindung mit A��� a�� b�� �

��� De�nition

Sei J ein OX �Modul� Ein Tripel �N��� �� hei�t kubische Form mit Adjunkter
und Basispunkt auf J � falls N � J � OX eine kubische Form� � � J � J
eine quadratische Abbildung und � � H��X�J � ist� so da� f�ur x� y � J folgende
Bedingungen erf�ullt sind�

x		 � N�x�x����
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N��� � �����

T �x	� y� � DyN�x� f�ur T �x� y� �� �DxDy logN�����
�

�	 � �����

� � y � T �y��� y mit T �y� �� T �y� �� und x� y �� �x� y�	 � x	 � y	����

Die symmetrische Bilinearform T hei�t Spurform von J �

��� Theorem

Sei �N��� �� eine kubische Form mit Adjunkter und Basispunkt auf dem OX�
Modul J � Dann wird durch Ux�y� �� T �x� y�x � x	 � y f�ur x� y � J ei�
ne quadratische Abbildung U � J � EndOX

�J �� x �� Ux� de�niert� und
J �N��� �� �� �J � U� �� ist eine quadratische Jordan�Algebra� Au�erdem gelten
folgende Identit�aten f�ur x� y� z � J �

x� � T �x�x� � S�x�x�N�x�� � � S�x� �� T �x	���	�

x	 � x� � T �x�x� S�x������

T �x� y� � T �x�T �y�� T �x� y�����

T �x� y� z� � T �x� y � z�����

x	 � �x� y� � N�x�y � T �x	� y�x����

x� �x	 � y� � N�x�y � T �x� y�x	�����

x� x	 � �T �x	�T �x��N�x���� T �x	�x� T �x�x	�����

x � J ist genau dann invertierbar� falls N�x� � OX invertierbar ist� und in
diesem Fall gilt�

x�� � N�x���x	���
�

Beweis�

U � J � EndOX
�J � ist nach De�nition von T und � eine quadratische Abbil�

dung� Gem�a� �M�� ist �J �V �� U�V �� �jV � f�ur jede o�ene Teilmenge V von X eine
quadratische Jordan�Algebra �uber O�V �� in der die Identit�aten �	� ��
� erf�ullt
sind� Gem�a� Bemerkung ��� ist dann �J � U� �� eine Jordan�Algebra �uber X� in
der die Bedingungen �	� ��
� gelten� �

Ist �X�OX� ein lokal geringter Raum und P � X� dann bezeichne mP das maxi�
male Ideal des lokalen Ringes OP � OX�P und ��P � den Restklassenk�orper
OP�mP � F�ur einen OX�Modul M sei M�P � �MP �OP

��P ��

Im folgenden bezeichne R einen kommutativen� assoziativen und unit�aren Ring�

Eine Jordan�Algebra �J � U� �� wird oft einfach mitJ abgek�urzt� Zor�R� bezeichne
die Algebra der Zornschen Vektormatrizen �uber R ��Z��� Zor�R� ist eine zerfal�
lende Oktonionenalgebra und bis auf Isomorphie die einzige zerfallende Oktonio�
nenalgebra �uber R� falls R ein K�orper ist� Sei nun k ein K�orper� Wie in �J
��
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De�nition ����� versteht man unter einer Albert�Algebra J �uber k eine Form von
H��Zor�k��� d� h� J ist eine Jordan�Algebra �uber k� f�ur die es eine K�orpererwei�
terung K �uber k gibt� so da� gilt�

J �k K �� H��Zor�K���

Nach �M��� Theorem 	 ist dies �aquivalent dazu� da� J eine zentral�einfache ex�
zeptionelle Jordan�Algebra �uber k ist�

�� De�nition

Sei �X�OX� ein lokal geringter Raum� Eine Jordan�Algebra J �uber X hei�t eine
Albert�Algebra� falls J als OX�Modul lokal frei ist� und J �P � � JP �OP

��P �
f�ur jedes P � X eine Albert�Algebra �uber ��P � ist�

���� Satz

Sei �X�OX� ein Schema und J eine Jordan�Algebra �uber X� Dann sind folgende
Aussagen �aquivalent�

a� J ist eine Albert�Algebra �uber X�

b� Es gibt eine �Uberdeckung Vi � X in der !etalen Topologiex auf X� so da� gilt�
J �OX

OVi
�� H��Zor�OVi���

c� Es gibt eine �Uberdeckung Vi � X in der �achen Topologiex auf X� so da�
gilt� J �OX

OVi
�� H��Zor�OVi���

Beweis�

a�b� erh�alt man aus �L��� Theorem 
� und b�c� ergibt sich unmittelbar aus
der De�nition der Begri�e der �achen bzw� !etalen Topologie�
c�a�� Das Schema V ��

�
Vi ist nach Voraussetzung treu�ach �uber X� Dies

impliziert gem�a� �K�O�� Lemma 
�	� da� J ein lokal freier OX�Modul ist� da
J �OX

OV ein lokal freier OV �Modul ist� Au�erdem folgt nach Voraussetzung�
da� es zu jedem P � X eine K�orpererweiterung KP �uber ��P � gibt� so da�
gilt� J �P � ���P � KP

�� H��Zor�KP ��� d� h� J �P � ist eine Albert�Algebra �uber
��P �� �

���� Bemerkung

a� Sei J eine Albert�Algebra �uber R� d� h� gem�a� ��� ist J als R�Modul projektiv�
und J�R��P � ist f�ur jedes P � SpecR eine Albert�Algebra �uber ��P �� Dann ist
der kanonische Homomorphismus R� J� r �� r � �� injektiv� da J lokal frei und
der Homomorphismus damit lokal injektiv ist� d� h� J ist unit�ar treu �vgl� �M
���

xvgl� �Mi	

�



und damit insbesondere treu als R�Modul� d� h� AnnR J � fg�
b� Sei J eine Jordan�Algebra �uber R� Gem�a� �J
�� ������ ����
 hei�t J Albert�
Algebra� falls es einen K�orper K �uber R gibt� so da� J �RK �� H��Zor�K�� gilt�
und J ein R�Untermodul von J �R K ist� Insbesondere ist J dann prim� Setzt
man voraus� da� J prim und als R�Modul projektiv ist� so stimmt diese De�nition
mit De�nition ��� �uberein� Denn im Fall J prim ist gem�a� �J
�� ��	�� das Zentroid
" von J ein Integrit�atsring� und J als "�Modul torsionsfrei� insbesondere folgt
aus rx �  f�ur x � J� r � "� r ��  notwendig x � � Ist nun J �R ��P � f�ur jedes
P � SpecR eine Albert�Algebra �uber ��P �� so ist die kanonische Abbildung
R � "� r �� r � idJ � wegen AnnR J � fg �gem�a� a�� injektiv� d� h� R ist
ein Integrit�atsring� und J ist als R�Modul torsionsfrei� Bezeichnet QuotR den
Quotientenk�orper von R� so ist folglich die Abbildung J � J�RQuot�R� injektiv�
Wegen fg � SpecR gibt es nun eine K�orpererweiterung K �uber QuotR� so da�
gilt� J �R K �� H��Zor�K��� und J ist somit ein R�Untermodul von J �R K� Ist
diese Bedingung andererseits erf�ullt� so folgt

�J �R ��P �����P � ���P � �R K� �� H��Zor���P ��R K��

f�ur jedes P � SpecR� d� h� J �R ��P � ist eine Albert�Algebra f�ur jedes P �
SpecR�
c� Ist � � �X�OX� � �X ��OX �� ein Morphismus geringter R�aume und J eine
Albert�Algebra �uber OX� dann ist � �J eine Albert�Algebra �uber OX ��

���� Satz

�J�U� �� sei eine Jordan�Algebra �uber R� N bzw� S bzw� T sei eine kubische bzw�
quadratische bzw� lineare Abbildung von J nach R� und es gelte�

x� � T �x�x� � S�x�x�N�x�� �  f�ur x � J�

Weiter sei J als R�Modul projektiv und� f�ur jedes P � SpecR gebe es ein u �
J �R ��P �� so da� �� u� u� linear unabh�angig �uber ��P � sind� Dann sind T� S
und N eindeutig bestimmt�

Beweis�

Es gen�ugt zu zeigen� da� T� S und N lokal eindeutig bestimmt sind� Sei also
�R�m� ein lokaler Ring mit Restklassenk�orper k �� R�m� Als projektiver R�
Modul ist J frei� Nach Voraussetzung gibt es ein u � J � so da� �� u� u� mit
u �� u�mJ � J�mJ linear unabh�angig �uber k sind� Damit sind auch die Elemente
�� u� u� �uberR linear unabh�angig� Sei nunN � bzw� S� bzw� T � eine weitere kubische
bzw� quadratische bzw� lineare Abbildung von J nach R� so da� gilt�

x� � T ��x�x� � S��x�x�N ��x�� �  f�ur x � J�

Dann ist F �� T � � T bzw� G �� S� � S bzw� H �� N � � N eine lineare bzw�
quadratische bzw� kubische Abbildung von J nach R� und man erh�alt f�ur x � J �

F �x�x� �G�x�x�H�x�� � �

�



Wegen der linearen Unabh�angigkeit von �� u� u� folgt�

F �u� � G�u� � H�u� � �

Di�erenzieren der obigen Gleichung nach y an der Stelle x ergibt wegen x� �
Ux����

F �y�x� � F �x�Ux�y��� �G�x� y�x�G�x�y �DyH�x�� � � ���

x � u liefert�

F �y�u� � F �y�u� � F �u�Uu�y����G�u�y � G�u� y�u�DyH�u���

Damit erh�alt man�

F �y� �  � G�u� y� f�ur alle y � J�

Dies und y � u eingesetzt in ��� ergibt�

�G�x�u�DuH�x�� � �

also G�x� �  f�ur alle x � J � Dies impliziert auch H�x� �  f�ur alle x � J � �

���� Bemerkung

a� Ist J eine nichtausgeartete generisch algebraische Jordan�Algebra vom Grad

 �uber einem K�orper k� der unendlich viele Elemente enth�alt� dann gibt es ein
Element u � J � so da� �� u� u� linear unabh�angig sind�
b� Sei J eine Albert�Algebra �uber einem K�orper k oder J �� A� mit einer
Azumaya�Algebra vom Grad 
 �uber k� Dann ist J nichtausgeartet generisch alge�
braisch vom Grad 
 �uber k� Nach a� gibt es also ein u � J � so da� �� u� u� linear
unabh�angig sind� falls k unendlich viele Elemente besitzt� Ein solches Element
gibt es aber auch� falls k ein endlicher K�orper ist� da J in diesem Fall zerf�allt� �

���� Korollar

Sei �X�OX� ein lokal geringter Raum und �J � U� �� eine Jordan�Algebra �uber X�
wobei J als OX�Modul lokal frei sei� N bzw� S bzw� T sei eine kubische bzw�
quadratische bzw� lineare Abbildung von J nach OX � und es gelte�

x� � T �x�x� � S�x�x�N�x�� �  f�ur x � J�

Weiter gebe es f�ur jedes P � X ein u � J �P �� so da� �� u� u� linear unabh�angig
�uber ��P � sind� Dann sind N� S� und T eindeutig bestimmt�

Beweis�

Die Behauptung gilt� da NP � SP und TP f�ur jedes P � X gem�a� ���� eindeutig
bestimmt sind� �

��



���	 Korollar

J � J �N��� �� sei eine Albert�Algebra �uber einem lokal geringten Raum X�
Dann sind N und � eindeutig bestimmt�

Beweis�

Gem�a� ��� �	� und ���
 erf�ullen J und N� T 	 �� T die Voraussetzungen von
Korollar ����� das folglich die Eindeutigkeit von N� T 	�� T liefert� Nach ��� ���
ist damit auch � eindeutig bestimmt� �

���
 Satz

Sei �J�U� �� eine Albert�Algebra �uber R� Dann gibt es eine kubische Abbildung
N � J � R mit Adjunkter � � J � J und Basispunkt �� so da� gilt�

J � J�N��� ���

Beweis�

Nach �L��� Theorem 
 gibt es eine treu�ache R�Algebra R� und einen Isomorphis�
mus

� � J �R R
� �� H��Zor�R

����

Gem�a� der Freudenthal�Konstruktion �M�� gilt�

H��Zor�R
��� � J � �N� e�� �l��

wobei �N die Determinante� e� die Adjunkte und �l die Einheitsmatrix bezeichne�
Da R� treu�ach �uber R und J als R�Modul projektiv ist� sind die kanonischen
HomomorphismenR � R�� r �� r � �R� � und J � J �RR

�� x �� x� �R�� injektiv�
d� h� R kann als Unterring von R� und J als R�Untermodul von J�RR

� aufgefa�t
werden�
Als n�achstes wird gezeigt� da� �N���x� �R���� �S���x� �R��� und �T ���x� �R���
f�ur x � J in R liegen�
Es gilt

J �R R
� �R R

� �� �J �R R
���R� �R

� �R R
�� und

R� �R J �R R
� �� �R� �R R

���R� �J �R R
���

wobei R� �R R� kanonisch� d�h� verm�oge r�s � t� � s � rt f�ur r� s� t � R�� als
R��Algebra aufgefa�t wird� Bez�uglich dieser Isomorphismen ist J �R R� �R R�

bzw� R� �R J �R R� eine Jordan�Algebra �uber R� �R R�� �U bzw� U � �vgl� A�
c��
bezeichne die Erweiterung von U auf J �R��R� bzw� R��J �R�� Nun wird die
R� �R R

��lineare Bijektion

� � J �R R
� �R R

� �� R� �R J �R R
�

x� r � s ��� r � x� s

��



betrachtet� � ist ein Homomorphismus von Jordan�Algebren� Denn seien
P
i

xi �

ri � si�
P
j

yj � r�j � s�j � J �R� �R�� dann gilt�

� � �UP
i

xi�ri�si�
X
j

yj � r�j � s�j��

� � �
X
i�j

Uxi�yj�� r�i r
�
j � s�i s

�
j �

X
i�k�j

i�k

Uxi�xk�yj�� rirkr
�
j � sisks

�
j�

�
X
i�j

r�i r
�
j � Uxi�yj�� s�i s

�
j �

X
i�k�j
i�k

rirkr
�
j � Uxi�xk�yj�� sisks

�
j

� U �P
i

ri�xi�si
�
X
j

r�j � yj � s�j�

� U �
��
P
i

xi�ri�si�
�� �
X
j

yj � r�j � s�j���

Ber�ucksichtigt man die kanonischen Isomorphismen von Jordan�Algebren �uber
R� �R R

�

H��Zor�R
����R R

� �� H��Zor�R
����R� �R

� �R R
�� �� H��Zor�R

� �R� �R
� �R R

����

�� H��Zor�R
� �R R

��� �� H��Zor��R
� �R R

���R� R
���

�� R� �R H��Zor�R
����

so gibt es einen Automorphismus von Jordan�Algebren �uber R� �R R
�

� � H��Zor�R
� �R���� H��Zor�R

� �R����

der durch die Kommutativit�at des folgenden Diagramms de�niert wird�

J �R� �R�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

������
���
���
���
�

�� �l
H��Zor�R� �R���

R� � J �R�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

������
���
���
���
�

�l � �
H��Zor�R� �R����
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�

F�ur x � H��Zor�R� �R���� y �� ��x�� erh�alt man�

x� � �T 	 ��x�x� � �S 	 ��x�x� �N 	 ��x��l

� �����y��� � �T �y������y��� � �S�y�����y�� �N�y��l

� ����y� � �T �y�y� � �S�y�y � �N�y��l�

� �

�




�N� �S� �T und �N 	 �� �S 	 �� �T 	 � erf�ullen damit jeweils die Voraussetzungen von
Satz ���� und ���
� und gem�a� ���� folgt also�

�T � �T 	 �� �N � �N 	 �� �S � �S 	 ��

F�ur x � J erh�alt man hiermit�

�T ���x� �R���� �R� � �T ���x� �R��� �R�� � � �T 	 �����x� �R��� �R��

� �T ��R� � ��x� �R��� � �R� � �T ���x� �R���
��

und analog�

�S���x� �R���� �R� � �R� � �S���x� �R����

�N ���x� �R���� �R� � �R� � �N���x� �R����

Da R� treu�ach �uber R ist� gilt�

R � fx � R� j x� �R� � �R� � x in R� �R�g�

Hieraus folgt�

�N���x� �R���� �T ���x� �R���� �S���x� �R��� � R�

Mit ��� ergibt sich au�erdem f�ur x � J �

��x� �R��
e	 � �x� �R��

� � �T ���x� �R���x� �R� � �S���x� �R����� �R�

� x� � �R� � �T ���x� �R���x� �R� � �S���x� �R����� �R� � J�

Insgesamt erh�alt man somit� da�

N � J �� R� x ��� N�x� �� �N���x� �R���

eine kubische Form mit Adjunkter

� � J �� J� x ��� x	 �� ���x� �R���
e	

und Basispunkt � ist� und da� gilt� J � J �N��� ��� �

���� Korollar

Sei X ein Schema und �J � U� �� eine Albert�Algebra �uber X� Dann gibt es eine
kubische Form N � J � OX mit Adjunkter � � J � J und Basispunkt �� so
da� gilt�

J � J �N��� ���

�vgl� A�
c�

��



Beweis�

Sei �Ui�i�I eine o�ene a�ne �Uberdeckung von X� Nach Satz ���	 gibt es zu
jedem i � I eine kubische Form Ni � J jUi � OUi mit Adjunkter �i � J jUi �
J jUi und Basispunkt �jUi � so da� gilt J jUi � J �Ni��i� �jUi�� Nach ���� folgt
NijUi�Uj � NjjUi�Uj und �ijUi�Uj � �jjUi�Uj f�ur i� j � I� Durch Verkleben der
Abbildungen Ni bzw� �i erh�alt man somit eine kubische FormN � J � OX bzw�
eine quadratische Abbildung � � J � J � �N��� �� ist dann eine kubische Form
mit Adjunkter und Basispunkt� und es ist J � J �N��� ��� da diese Aussagen
lokal gelten� �

��



� Der Tits�Proze� �uber geringten R�aumen

In diesem Paragraphen wird der Tits�Proze�� eine Konstruktion von Jordan�
Algebren �uber Ringen� auf geringte R�aume verallgemeinert� Dazu werden
zun�achst der Tits�Proze� und als Spezialfall die erste Tits�Konstruktion wie in
�P�R�� de�niert dargestellt� wobei der Tits�Proze� hier im Gegensatz zu �P�R��
nur f�ur assoziative Algebren formuliert wird�

Sei � eine Involution aufR�B eine assoziative unit�areR�Algebra� � eine Involution
auf B� die die Involution auf R fortsetzt und �N��� �� eine kubische Form mit
Adjunkter und Basispunkt auf B�

��� De�nition

a� �N��� �� hei�t B�zul�assig� falls folgende Bedingungen erf�ullt sind�

i�
B� � J �N��� ��� d� h� � ist das Einselement der Algebra B� und es gilt
xyx � T �x� y�x� x	 � y f�ur x� y � B�

ii� N�xy� � N�x�N�y� f�ur x� y � B�

iii� N�x�� � N�x�� f�ur x � B�

b� Sei �N��� �� B�zul�assig� Ein Paar �A�R�� bestehend aus einem Unterring R�

von R und einem R��Untermodul A von B hei�t B�gro�� falls gilt�

i� R� 
 H�R� ��� rr� � R f�ur r � R�

ii� A 
 H�B� ��� � � A� bab� � A f�ur a � A� b � B�

iii� N�A� 
 R�� A
	 
 A �d�h� N jA � A� R� bzw� �jA � A� A ist eine

kubische Form bzw� quadratische Abbildung��

c� Sei �N��� �� B�zul�assig� �A�R�� ein B�gro�es Paar und u � A� � � R�� �u� ��
hei�t A�zul�assiger Skalar� falls N�u� � ��� gilt�

��� Theorem �Tits�Proze��

Sei �N��� �� B�zul�assig� �A�R�� ein B�gro�es Paar und �u� �� ein A�zul�assiger
Skalar� De�niert man

eJ �� A�B�e� �� ��� ��

�N �a� b� �� N�a� � �N�b� � ��N�b��� T �a� bub��

�a� b�e	 �� �a	 � bub�� ��b�	u�� � ab�

�	



f�ur a � A und b � B� so ist � �N� e�� e�� eine kubische Form mit Adjunkter und
Basispunkt auf eJ� Die hierdurch induzierte R��Jordan�Algebra J � �N� e�� e�� wird
mit J �B�A� u� �� bezeichnet�

Beweis�

Vgl� �P�R��� Theorem 
��� �

��� Theorem ��� Tits�Konstruktion�

Sei A eine assoziative� unit�are R�Algebra� �N��� �� eine kubische Form mit Ad�
junkter und Basispunkt auf A mit A� � J �N��� �� und N�ab� � N�a�N�b� f�ur
a� b � A und � � R�� De�niert man

eJ �� A�A�A�e� �� ��� � ��

�N �a�� a�� a�� �� N�a�� � �N�a�� � ���N�a��� T �a�a�a��

�a�� a�� a��
e	 �� �a	� � a�a�� �

��a	� � a�a�� �a
	
� � a�a��

f�ur a�� a�� a� � A� so ist � �N� e�� e�� eine kubische Form mit Adjunkter und Basis�
punkt auf eJ� Die hierdurch induzierte R�Algebra J � �N� e�� e�� wird mit J �A���
bezeichnet�

Beweis�

Vgl� �P�R��� Theorem 
��� �

Zun�achst wird der Begri� der Involution auf geringte R�aume �ubertragen�

��� De�nition

Sei A eine Garbe unit�arer �nicht notwendig kommutativer bzw� assoziativer� Rin�
ge auf X� � � A � A hei�t Involution auf A� falls � ein Morphismus von Garben
von Mengen und ��U� � A�U�� A�U� f�ur jede o�ene TeilmengeU vonX eine In�
volution auf A�U� ist� Ist A insbesondere eine OX�Algebra und �OX

� OX � OX

eine Involution auf OX� so setzt eine Involution �A � A � A die Involution �OX

fort� falls dies f�ur �A�U� und �OX
�U� auf jeder o�enen Teilmenge U von X gilt�

��	 Bemerkung

Sei � � A � A eine Involution auf A� Setzt man H�A� ���U� �� H�A�U�� �� �
fa � A�U� j ��U��a� � ag f�ur jede o�ene Teilmenge U von X� so erh�alt man eine
Garbe H�A� �� abelscher Gruppen �bzgl� der Addition� auf X� die als Garbe der
��hermiteschen Elemente von A bezeichnet wird�

Sei �X�O�
X� ein geringter Raum� �OX�

� O�
X � O�

X eine Involution auf O�
X� B

eine assoziative� unit�are O�
X�Algebra und �B � B � B eine Involution auf B�

die die Involution �OX�
auf O�

X fortsetzt� Zur Vereinfachung der Notation wird

��



im folgenden anstelle von �OX�
auch �B verwendet� �NB��B� �� sei eine kubische

Form mit Adjunkter und Basispunkt�

��
 De�nition

�NB��B� �� hei�t B�zul�assig� falls folgende Bedingungen erf�ullt sind�

B� � J �NB��B� ��� d� h� � � H��X�B� ist das Einselement der Algebra
B� und es gilt xyx � TB�x� y�x� x	B �B y f�ur x� y � B�

����

NB�xy� � NB�x�NB�y� f�ur x� y � B�����

NB�x
�B� � NB�x�

�B f�ur x � B���	�

��� Lemma

�NB��B� �� sei B�zul�assig� Dann gilt f�ur x� y � B�

�xy�	B � y	Bx	B �����

�x�B�	B � �x	B��B�����

TB�x� y� � TB�xy������

Beweis�

Sei U eine o�ene Teilmenge von X� Da B�U� assoziativ ist� erf�ullen B�U� und
�NB�U���B�U�� �jU � die Voraussetzungen von 
��� 
�
 bzw� �
���� in �P�R���
Gem�a� diesen Propositionen gelten damit die Identit�aten ����� ���� und ����� �

��� Bemerkung

PiclftB bzw� PicrgtB bezeichne die punktierte Menge der Isomorphieklassen lokal
freier B�Links� bzw� B�Rechtsmoduln vom Rang �� Gem�a� der nichtkommutati�
ven #Cechkohomologie ��Mi�� kann PiclftB mit der punktierten Menge $H��X�B��
identi�ziert werden� wobei B� die Garbe der Einheiten von B bezeichne� Dies
bedeutet� man kann f�ur einen lokal freien B�Linksmodul P vom Rang �� des�
sen Isomorphieklasse in PiclftB � $H��X�B�� durch eine o�ene �Uberdeckung
U � �Ui�i�I von X und eine Kohomologieklasse von Kozyklen aus $H��U �B��
mit einem Vertreter �uij�� uij � H��Uij�B��� Uij � Ui � Uj� repr�asentiert wird�
annehmen� da� P durch U trivialisiert wird �d� h� PjUi �� BjUi�� und da� es f�ur
jedes i � I einen Basisvektor li � P�Ui� gibt� so da� auf Uij gilt� li � uijlj�

�� Bemerkung

�NB��B� �� sei B�zul�assig� Gem�a� ���� und ���� sind dann

NB � B� �� O��
X �

��



�B � B� �� �Bop��y�

Homomorphismen von Garben von Gruppen und induzieren daher folgende Ho�
momorphismen von punktierten Mengen�

NB � $H��X�B�� �� $H��X�O��
X ��

�B � $H��X�B�� �� $H��X� �Bop����

Ber�ucksichtigtman die in ��� erw�ahnte Identi�zierung� so erh�alt man also folgende
Homomorphismen punktierter Mengen�

NB � PiclftB �� PicO�
X� NB � PiclftBop �� PicO�

X�

�B � PiclftB �� PiclftBop� �B � Piclft Bop �� PiclftB�

�

Im folgenden werden Bop�Links� und B�Rechtsmoduln kanonisch identi�ziert� d�
h� insbesondere werden die Skalare in Bop�Linksmoduln von rechts multipliziert�

���� De�nition

�NB��B� �� sei B�zul�assig� P sei ein lokal freier B�Linksmodul vom Rang �� E ein
O�

X �Modul und F ein B�Rechtsmodul� P und F sind dann in kanonischer Weise
O�

X �Moduln�

Eine kubische Abbildung �zwischen O�
X �Moduln� f � P � E bzw� eine quadrati�

sche Abbildung �zwischen O�
X�Moduln� g � P � F hei�t multiplikativ� falls

f�bw� � NB�b�f�w�

bzw� g�bw� � g�w�b	B

f�ur b � B� w � P gilt�

Eine multiplikative kubische Abbildung N � P � NB�P� hei�t Norm auf P� falls
N universell in der Kategorie der multiplikativen kubischen Abbildungen auf P
ist� d� h� falls es zu jeder multiplikativen Abbildung f � P � E� wobei E ein be�
liebiger O�

X �Modul ist� einen eindeutig bestimmten O�
X �Modulhomomorphismusef � NB�P�� E gibt� so da� das folgende Diagramm kommutiert�

P ������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
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ef
yBop bezeichne die OX�Algebra� die aus B durch Vertauschung der Faktoren bei der Multi�

plikation entsteht�

��



Eine multiplikative quadratische Abbildung � � P � P	B hei�t Adjunkte auf P�
falls � universell in der Kategorie der multiplikativen quadratischen Abbildungen
auf P ist� d� h� falls es zu jeder multiplikativen quadratischen Abbildung g � P �
F einen eindeutig bestimmten B�Rechtsmodulhomomorphismus eg � P	B � F
gibt� so da� das folgende Diagramm kommutiert�

P ������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
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g
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eg

Die entsprechenden De�nitionen gelten dann verm�oge der kanonischen Identi��
kation von Bop�Links� und B�Rechtsmoduln auch f�ur lokal freie B�Rechtsmoduln
vom Rang ��

���� Lemma

�NB��B� �� sei B�zul�assig� und P sei ein lokal freier B�Linksmodul vom Rang ��
Dann gibt es eine Norm auf P� und diese ist eindeutig bis auf einen invertierbaren
Faktor aus H��X�O�

X��

Beweis�

Die Situation sei analog wie in ��� beschrieben� d� h� die Isomorphieklasse von P
in PiclftB werde durch den Kozyklus �uij� repr�asentiert� Gem�a� ��� repr�asentiert
dann der Kozyklus �NB�uij�� die Isomorphieklasse des Moduls NB�P� in PicO�

X �
Nach ��� gibt es also Basisvektoren l�i � NB�P��Ui�� so da� l�i � NB�uij�l

�
j auf Uij

gilt� Durch die Zuordnung bli �� NB�b�l�i f�ur b � B�Ui� wird nun eine multiplikative
kubische Abbildung Ni � PjUi � NB�P�jUi de�niert� Dabei gilt f�ur i� j � I und
b � B�Uij� auf Uij �

Nj�bli� � Nj�buijlj� � NB�buij�l
�
j

� NB�b�NB�uij�l
�
j � NB�b�l

�
i

� Ni�bli��

also NijUij � NjjUij � Durch Verkleben der Abbildungen Ni� i � I� erh�alt man
dann eine multiplikative kubische Abbildung N � P � NB�P��

Sei nun E ein O�
X�Modul und f � P � E eine kubische multiplikative Abbil�

dung� Durch die Zuordnung rN�li� � rl�i �� rf�li�� r � O�
X�Ui�� wird ein O�

Ui
�

Modulhomomorphismus gi � NB�P�jUi � EjUi de�niert� wobei f�ur b � B�Ui� gilt�

f�bli� � NB�b�f�li� � gi�NB�b�N�li��

� gi 	N�bli��

�



Man erh�alt also f jUi � gi 	N jUi � Weiter ergibt sich f�ur i� j � I und r � O�
X�Uij�

auf Uij�

gj�rN�li�� � gj�rN�uij lj�� � gj�rNB�uij�N�lj��

� rNB�uij�f�lj� � rf�uij lj�

� rf�li� � gi�rN�li���

also gj jUij � gijUij � Durch Verkleben der Abbildungen gi� i � I� erh�alt man einen
O�

X �Modulhomomorphismus g � NB�P� � E� wobei das folgende Diagramm von
Polynomabbildungen kommutativ ist�

P ���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
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g

g ist durch diese Eigenschaft eindeutig festgelegt� da f�ur jedes i � I der OUi�
Modulhomomorphismus gi durch die Bedingung gi 	 N jUi � f jUi eindeutig be�
stimmt ist� Damit ist die Existenz gezeigt�

Seien nun N � P � NB�P� und �N � P � NB�P� zwei Normen auf P� Nach der
universellen Eigenschaft gibt es eindeutig bestimmteO�

X�Modulhomomorphismen
g� eg � NB�P�� NB�P� mit g 	N � �N und eg 	 �N � N � Hieraus folgt g 	 eg 	 �N � �N
und eg 	 g 	 N � N � und die Eindeutigkeit liefert dann g 	 eg � �lNB�P� undeg 	 g � �lNB�P�� d� h� g ist ein O

��
X �Modulisomorphismus� Dies bedeutet� es gibt

ein 	 � H��X�O��
X �� so da� g identisch mit der Multiplikation mit 	 ist� Da

andererseits auch 	N � P � NB�P�� w �� 	N�w�� w � P� f�ur jede Norm
N � P � NB�P� und f�ur jedes Element 	 � H��X�O��

X � eine Norm auf P ist�
ergibt sich die Behauptung� �

���� Bemerkung

Sei P ein lokal freier B�Linksmodul vom Rang �� der durch Daten wie in ���
bestimmt werde� d� h� die Isomorphieklasse von P in PiclftB werde durch den
Kozyklus �uij� repr�asentiert� und es gebe Basisvektoren li � P�Ui� mit li � uijlj�
Bezeichnet $li den zu li dualen Basisvektor in $Pz� so gilt $li � $lju

��
ij wegen

hli� $lju
��
ij i

x � huijlj� $lju
��
ij i � uijhlj� $ljiu

��
ij � �� Somit repr�asentiert der Ko�

zyklus �u��ij � die Isomorphieklasse von $P in PiclftBop� Wegen $lj � $liuij ist die

Isomorphieklasse von $P in PicrgtB gegeben durch �uij��

z �P bezeichne den B�Rechtsmodul HomB�P�B��
xh � i � P � �P � B bezeichne die kanonische Abbildung�

��



���� Lemma

�NB��B� �� sei B�zul�assig� P sei ein lokal freier B�Linksmodul vom Rang � mit
NB�P� �� O�

X und N � P � O�
X sei eine Norm auf P� Dann gilt P	B �� $P� $P	B ��

P und NB� $P� �� O�
X� und es gibt eine eindeutig bestimmte Norm $N � $P � O�

X

auf $P und eindeutig bestimmte Adjunkte � � P � $P auf P und $� � $P � P auf
$P� so da� f�ur w � P und $w � $P gilt�

hw�w	i � N�w������

h $w

	� $wi � $N� $w�������

w	
	 � N�w�w�����

Dar�uberhinaus erf�ullen $N� $� und � folgende Gleichungen f�ur w�w� � P� $w� $w �
$P�

$w

		 � $N� $w� $w���
�

hw� $wi	B � h $w

	� w	i�����

NB�hw� $wi� � N�w� $N� $w������

Dw�N�w� � TB�hw
�� w	i����	�

D 
w�
$N� $w� � TB�h $w


	� $w�i������

hw� $wiw � TB�hw� $wi�w �w	 $� $w�����

Beweis�

P werde durch Daten wie in ��� beschrieben� Die Isomorphieklasse von P in
PiclftB wird also durch den Kozyklus �uij� repr�asentiert� Gem�a� ��� bestimmt

dann der Kozyklus �u	Bij � die Isomorphieklasse von P	B in PiclftBop� Auf Uij gilt

N�li� � N�uij lj� � NB�uij�N�lj��

Da N�li� Basisvektor� also insbesondere Einheit in O�
X�Ui� ist� erh�alt man

NB�uij� � N�li�N�lj�
���

Dies bedeutet NB�u
��
ij � � NB�uij��� � N�li���N�lj�� also NB� $P� �� O�

X� da

NB�u
��
ij � gem�a� ���� die Isomorphieklasse von NB� $P� in PicO�

X repr�asentiert�

Mit ��
� folgt au�erdem� u	Bij � NB�uij�u
��
ij � N�lj���u

��
ij N�li�� Dies bedeu�

tet� die Kozyklen �u	Bij � und �u��ij � repr�asentieren die gleiche Isomorphieklasse in

PiclftBop� Mit ���� ergibt sich also P	B �� $P� Wegen u	B	Bij � NB�uij�uij �gem�a�

���� erh�alt man analog P �� P	B	B �� $P	B � Zun�achst wird nun die Adjunkte �
konstruiert�

Da li bzw� N�li� Basisvektor von P�Ui� bzw� O�
X�Ui� ist� gibt es einen eindeutig

bestimmten Basisvektor l	i � $P�Ui�� so da� gilt�

hli� l
	
i i � N�li���

��



Durch die Zuordnung bli �� l	i b
	B � b � B�Ui� wird eine multiplikative quadrati�

sche Abbildung �i � PjUi � $PjUi de�niert� wobei f�ur b � B�Ui� und 
 � O�
X�Ui�

wegen bb	B � NB�b�� ��	�� ���� und �
�� ���� gilt�

hbli� �bli�
	ii � hbli� l

	
i b

	Bi � bhli� l
	
i ib

	B � bN�li�b
	B

� NB�b�N�li�� � N�bli���

N�bli� � 
Db� liN�bli� � 
�DbliN�b�li� � 
�N�b�li�

� N�bli � 
b�li� � N��b� 
b��li� � NB�b� 
b��N�li�

� NB�b�N�li� � 
Db�NB�b�N�li� � 
�DbNB�b
��N�li� � 
�NB�b

��N�li��

also

Db�liN�bli� � Db�NB�b�N�li� � TB�b
	B � b��N�li� � TB�b

�� b	B�N�li�

� TB�b
�b	B�N�li� � TB�b

�N�li�b
	B� � TB�b

�hli� l
	
i ib

	B�

� TB�hb
�li� �bli�

	i��

Sei nun aij � B�Uij�� de�niert durch l	i � l	j aij� Dann gilt�

N�li�� � hli� l
	
i i � huijlj� l

	
j aiji � uijhlj� l

	
j iaij

� uijN�lj�aij � uijNB�uij�
��N�uijlj�aij � uijNB�uij�

��aijN�li��

Hieraus folgt� aij � NB�uij�u
��
ij � u	Bij � Damit erh�alt man f�ur i� j � I und

b � B�Uij� auf Uij �

�bli�
	j � �buijlj�

	j � l	j u
	B
ij b	B � l	i b

	B � �bli�
	i �

Durch Verkleben der Abbildungen �i� i � I� erh�alt man dann eine multiplikative
quadratische Abbildung � � P � $P auf $P� so da� die Identit�aten ��� und ��	�
erf�ullt sind� � ist durch diese Eigenschaften eindeutig bestimmt� da �i eindeutig
festgelegt ist� Die universelle Eigenschaft von � erh�alt man wie im Beweis von
�����

Als n�achstes wird die Abbildung $� konstruiert� Durch die Zuordnung l	i b ��
b	BN�li�li� b � B�Ui�� wird eine multiplikative quadratische Abbildung $�i �
$PjUi � PjUi de�niert� wobei f�ur b� b

� � B�Ui� wegen ���� ����� ���� gilt�

�bli�
	
	i � �l	i b

	B�

	i � b	B	BN�li�li � NB�b�bN�li�li � N�bli�bli�

hbli� l
	
i b

�i	B � �bhli� l
	
i ib

��	B � b�	BN�li�
�b	B

�




� b�	BN�li�hli� l
	
i ib

	B � hb�	BN�li�li� l
	
i b

	Bi

� h�l	i b
��


	i� �bli�
	i�

hbli� l
	
i b

�ibli � bhli� l
	
i ib

�bli � �bb�b�N�li�li

� �TB�b� b
��b� b	B �B b

��N�li�li

� TB�bb
��N�li�bli � ��b	B � b��	B � b	B	B � b�	B�N�li�li

� TB�bN�li�b
��bli � ��b	B � b��	BN�li�li � b	B	BN�li�li � b�	BN�li�li�

� TB�bhli� l
	
i ib

��bli � ��l	i b
	B � l	i b

��

	i � �l	i b

	B�

	i � �l	i b

��

	i�

� TB�hbli� l
	
i b

�i�bli � �bli�
	 $�il

	
i b

��

Wegen

N�li�li � N�uijlj�uijlj � NB�uij�N�lj�uijlj � u	B	Bij N�lj�lj

erh�alt man f�ur i� j � I und b � B�Uij� auf Uij�

�l	i b�

	j � �l	j u

	B
ij b�


	j � b	Bu	B	Bij N�lj�lj

� b	BN�li�li � �l	i b�

	i�

Durch Verkleben der Abbildungen $�i� i � I� erh�alt man dann eine multiplikative
quadratische Abbildung $� � $P � P auf $P� so da� die Identit�aten ����� ���� und
���� erf�ullt sind� Da $�i durch diese Eigenschaften eindeutig festgelegt ist� folgt�
da� auch $� eindeutig bestimmt ist� Die universelle Eigenschaft von $� erh�alt man
wie im Beweis von �����

Zuletzt wird die Abbildung $N konstruiert� Durch die Zuordnung l	i b ��
NB�b�N�li��� b � B�Ui�� wird eine multiplikative kubische Abbildung $Ni � $PjUi �
OUi de�niert� wobei f�ur b� b

� � B�Ui� und 
 � O��Ui� wegen ���� �
�� ����� ����
gilt�

h�l	i b�

	� l	i bi � hb	BN�li�li� l

	
i bi � b	BhN�li�li� l

	
i ib

� b	BN�li�hli� l
	
i ib � b	BN�li�

�b � NB�b�N�li�
�� � $Ni�l

	
i b���

�l	i b�

		 � �b	BN�li�li�

	 � �N�li�li�
	b	B	B � N�li�

�l	i NB�b�b

� $Ni�l
	
i b�l

	
i b�

NB�hbli� l
	
i b

�i� � NB�bhli� l
	
i ib

�� � NB�bN�li�b
��

� NB�b�N�li�
�NB�b

�� � �NB�b�N�li���NB�b
��N�li�

��

� N�bli� $Ni�l
	
i b

���

��



$Ni�l
	
i b� � 
D

l
�
i b

�
$Ni�l

	
i b� � 
�D

l
�
i b

$Ni�l
	
i b

�� � 
� $Ni�l
	
i b

��

� $Ni�l
	
i b� l	i 
b

�� � $Ni�l
	
i �b� 
b��� � NB�b� 
b��N�li�

�

� NB�b�N�li�
� � 
Db�NB�b�N�li�

� � 
�DbNB�b
��N�li�

� � 
�NB�b
��N�li�

��

also

D
l
�
i
b�
$Ni�l

	
i b� � Db�NB�b�N�li�

� � TB�b
	B � b��N�li�

�

� TB�b
	Bb��N�li�

� � TB�b
	BN�li�hli� l

	
i ib

��

� TB�hb
	BN�li�li� l

	
i b

�i�

� TB�h�l
	
i b�


	� l	i b
�i��

Wegen

NB�u
	B
ij � � NB�NB�uij�u

��
ij � � NB�uij�

�NB�u
��
ij � � NB�uij�

�NB�uij�
��

� NB�uij�
�

erh�alt man f�ur i� j � I und b � B�Uij� auf Uij

$Nj�l
	
i b� � $Nj�l

	
j u

	B
ij b�

� NB�b�NB�uij�
�N�lj�

� � NB�b�N�uijlj�
� � NB�b�N�li�

�

� $Ni�l
	
i b��

also $NjjUij � $NijUij � Verkleben der Abbildungen $Ni� i � I� liefert eine multi�

plikative kubische Abbildung $N � $P � O�
X auf $P� so da� die Identit�aten �����

��
�� ���� und ���� erf�ullt sind� Die Eindeutigkeit von $N folgt wie oben aus der
Eindeutigkeit der Abbildungen $Ni� und die universelle Eigenschaft von $N erh�alt
man wie im Beweis von ����� �

���� De�nition

Sei F ein B�Rechtsmodul� Verm�oge der Skalarmultiplikation b � w � wb�B f�ur
b � B� w � F wird eine B�Linksmodulstruktur auf der abelschen Garbe F von
Gruppen �bzgl� der Addition� de�niert� Der so erkl�arte B�Linksmodul wird mit
F bezeichnet und hei�t der zu F entgegengesetzte Modul �vgl� �K��� I� �������
F�ur einen B�Rechtsmodulhomomorphismus f � F � E bezeichne f � F � E den
durch f bestimmten B�Linksmodulhomomorphismus�
Das Entsprechende gilt f�ur B�Linksmoduln�

��



���	 Bemerkung und De�nition

a� Analog wie in ��� induziert der Homomorphismus von Garben von Gruppen

�B � B� �� �Bop��

einen Homomorphismus punktierter Mengen

�B � $H��X�B�� �� $H��X� �Bop����

Damit erh�alt man folgende Homomorphismen punktierter Mengen�

�B � PiclftB �� PiclftBop� �B � PiclftBop �� PiclftB�

b� Sei P ein lokal freier B�Linksmodul vom Rang �� Ein B�Linksmodulisomor�
phismus j � P � P�B hei�t Involution auf P�
Die entsprechende De�nition gelte auch f�ur lokal freie B�Rechtsmoduln vom Rang
��
c� Sei P ein lokal freier B�Linksmodul vom Rang �� dessen Isomorphieklasse in
PiclftB durch den Kozyklus �uij� repr�asentiert werde� Nach a� repr�asentiert dann
�u�Bij � die Isomorphieklasse von P�B in PiclftBop� also �u�B��ij � die Isomorphieklasse

von P�B in PicrgtB� Andererseits gilt li � lj � u
�B
ij � also li � u

�B��
ij � lj in P� d�h�

�u�B��ij � repr�asentiert auch die Isomorphieklasse von P in PicrgtB� Folglich ist

P �� P�B und damit auch P �� P �� P�B � Es gibt also immer eine Involution auf
P� und diese ist eindeutig bis auf einen B�Modulautomorphismus g � P � P� d�h�
ist � � P � P�B eine Involution auf P� dann ist die Menge aller Involutionen auf
P identisch mit der Menge aller Abbildungen � 	 g mit einem Automorphismus
g � P � P� �

���
 De�nition

�NB��B� �� sei B�zul�assig� Ein Paar �A�OX� bestehend aus einer Untergarbe
�von Ringen� OX von O�

X und einem OX �Untermodul A von B hei�t B�gro��
falls folgende Bedingungen erf�ullt sind�

���� �i� OX 
 H�O�
X � �B��

�ii� rr�B � OX f�ur r � O�
X �

�
� �i� A 
 H�B� �B��

�ii� � � H��X�A��

�iii� bab� � A f�ur a � A� b � B�

�
�� �i� NB�A� 
 OX �d� h� NBjA � A � OX ist eine kubische Form �uber
OX��

�ii� A	B 
 A �d� h� �BjA � A � A ist eine quadratische Abbildung �uber
OX��

�	



���� Bemerkung

a� Nach De�nition von TB impliziert �
���i��

�
�� �iii� TB�A�A� 
 OX�

b� Wegen der Zul�assigkeit von �NB��B� �� ist �H�B� �B��H�O�
X � �B�� ein B�gro�es

Paar� Ist �
�
� H��X�O�

X� oder existiert ein 
 � H��X�O�
X� mit � � 
�
�B � dann

ist dies auch das einzige B�gro�e Paar �vgl� �P�R��� S� ����� �

���� De�nition

�NB��B� �� sei B�zul�assig� �A�OX� B�gro� und P ein lokal freier B�Linksmodul
vom Rang ��

a� Es gelte P�B �� $P und NB�P� �� O�
X� Ein Paar �N� �� bestehend aus einer

Norm N � P � O�
X
� auf P und einer Involution � � P � P�k auf P hei�t

A�zul�assig� falls folgende Bedingungen f�ur w � P erf�ullt sind�

hw�w�i � A��
��

NB�hw�w
�i� � N�w�N�w��B ��

�

b� P hei�t A�zul�assig� falls P�B �� $P und NB�P� �� O�
X gilt� und einA�zul�assiges

Paar �N� �� zu P existiert� �

��� Beispiel

�NB��B� �� sei B�zul�assig und �A�OX� B�gro�� Dann ist B in kanonischer Weise
ein global freier B�Links� bzw� B�Rechtsmodul vom Rang �� In dieser Betrach�
tungsweise wird B mit BB bzw� BB bezeichnet� Da BB global frei ist� folgt sofort�
da� BB A�zul�assig ist� und da� die Menge der A�zul�assigen Paare mit der Menge
der Paare �u�B� 	NB� identisch ist� f�ur die u � H��X�A��� 	 � H��X�O��

X � und
NB�u� � 		�B gilt�

���� Lemma

�NB��B� �� sei B�zul�assig� �A�OX� B�gro� und P ein lokal freier B�Linksmodul
vom Rang �� dessen Isomorphieklasse in PiclftB durch den Kozyklus �uij� re�
pr�asentiert werde�P ist genau dannA�zul�assig� falls es Kozyklen �ai� � C��U �B��
mit ai � A und ��i� � C��U �O��

X � �vgl� �Mi�� mit �i�
�B
i � NB�ai� gibt� so da� f�ur

i� j � I auf Uij gilt�

u�Bij � a��j u��ij ai

�Dabei werden O�
X

und NB�P� identiziert�
kDabei werden �P und P�B identiziert�

��



NB�uij� � �i�
��
j � NB�ai���

�B
i �����Bj NB�aj�

���

Ist P ein B�zul�assiger Modul und ein �N� �� ein A�zul�assiges Paar� dann ist die
Menge aller A�zul�assigen Paare identisch mit der Menge aller Paare �� 	 g� 	N��
wobei g � P � P ein B�Modulautomorphismus und 	 � H��X�O

��
X � ein globaler

Schnitt ist� so da� f�ur w � P gilt�

hw� g�w��i � A und NB�hw� g�w�
�i� � 		�BN�w�N�w��B �

Beweis�

Ist P ein A�zul�assiger B�Modul� dann gilt P�B �� $P und NB�P� �� O�
X� und es

gibt eine Norm N � P � O�
X
yy und eine Involution � � P � P�zz auf P� so da�

f�ur w � P gilt

hw�w�i � A� NB�hw�w
�i� � N�w��BN�w��

Ist li ein Basisvektor von P�Ui� f�ur i � I mit li � uijlj� dann gibt es ein ai �
B�Ui�� mit l�i �

$liai� Hieraus folgt gem�a� den Voraussetzungen�

ai � hli� $liiai � hli� $liaii � hli� l
�
i i � A�Ui��

NB�ai� � NB�hli� l
�
i i� � N�li�N�li�

�B�

l�ju
�B
ij � l�i �

$liai � $lju
��
ij ai � l�ja

��
j u��ij ai� also u�Bij � a��j u��ij ai�

NB�uij� � N�li�N�lj�
���

Damit folgen die behaupteten Bedingungen mit �i � N�li�� Seien diese nun vor�
ausgesetzt� Dann folgt P�B �� $P und NB�P� �� O�

X � und gem�a� ���� gilt f�ur die
lokalen Basisvektoren $liai von $P�

$liai � $ljaju
�B
ij �

Im Beweis von ���� wurde gezeigt� da� es dann eine Norm N � P � O�
X mit

N�li� � �i � ���Bi ���NB�ai� gibt� und nach ���� folgt� da� es eine Involution
� � P � P� mit l�i � $liai auf P gibt� F�ur b � B�Ui� gilt dann�

hbli� �bli�
�i � hbli� l

�
i b
�Bi � bhli� l

�
i ib

�B � bhli� $liaiib
�B

� baib
�B � A�

N�hbli� �bli�
�i� � NB�baib

�B� � NB�b�NB�ai�NB�b
�B�

yyDabei werden O�
X

und NB�P� identiziert�
zzDabei werden �P und P�B identiziert�

��



� NB�b��i�
�B
i NB�b

�B� � NB�b�N�li�N�li�
�BNB�b�

�B ������

� N�bli�N�bli�
�B�

Das hei�t� f�ur N und � sind die Identit�aten �
�� und �

� erf�ullt� und damit ist
die Existenz eines zul�assigen Paares gezeigt�
Die Aussage bez�uglich der Eindeutigkeit folgt aus den entsprechenden Aussagen
aus ���� bzw� ����� �

���� Bemerkung

Sei P ein B�Linksmodul� Ein Homomorphismus h � P � P � B von Garben
von Mengen hei�t Sesquilinearform auf P� falls h�U� � P�U� � P�U� � B�U�
f�ur jede o�ene Teilmenge U 
 X eine Sesquilinearform ist� d� h� es gilt
h�U��aw� bv� � ah�w� v�b�B f�ur v�w � P�U�� a� b � B�U�� Jede Sesquilinear�
form h � P � P � B induziert verm�oge hw� jh�v�i � h�w� v� einen B�Links�
modulhomomorphismus jh � P � P� auf P� und jeder B�Linksmodulhomomor�
phismus j � P � P� liefert verm�oge hj�w� v� � hw� j�v�i eine Sesquilinearform
hj � P � P � B� und es gilt hjh � h und jhj � j� Dies bedeutet� man kann
die B�Linksmodulhomomorphismen von P nach P� kanonisch mit den Sesquili�
nearformen auf P identi�zieren �vgl� �K��� I� ������� Eine Sesquilinearform h hei�t
regul�ar� falls jh ein B�Modulisomorphismus ist�

Sei nun �NB��B� �� B�zul�assig� �A�OX� B�gro� und P ein lokal freier B�
Linksmodul vom Rang � mit NB�P� �� O�

X� Dann ist P genau dann A�zul�assig�
falls es eine NormN � P � O�

X und eine regul�are Sesquilinearform h � P�P � B
gibt� so da� gilt�

h�w�w� � A�

NB�h�w�w�� � N�w�N�w��B �

Denn falls P A�zul�assig ist� gilt P�B �� $P� und es gibt eine Norm N � P � O�
X

und eine Involution� also einen B�Linksmodulisomorphismus j � P � P�� so da�
�
�� und �

� erf�ullt sind� hj ist dann eine regul�are Sesquilinearform� und hj
und N erf�ullen die geforderten Bedingungen� Ist andererseits N eine Norm auf
P und h eine regul�are Sesquilinearform mit den obigen Eigenschaften� dann ist
jh � P � P� ein Isomorphismus� Hieraus und nach ���� folgt P� �� P �� P�B �
also $P �� P�B � jh ist somit eine Involution auf P� und jh und N gen�ugen den
Bedingungen �
�� und �

�� �

���� Lemma

Sei �NB��B� �� B�zul�assig� �A�OX� B�gro�� P ein A�zul�assiger B�Modul und
�N� �� A�zul�assig� Dann ist $� � ��� � $P � P eine Involution auf $P� und f�ur

��



w � P� $w � $P gilt�

w�
� � w��
��

$w
�� � $w��
��

$N�w�� � N�w��B ��
	�

w�

	 � w	
���
��

$w

	� � $w
�	��
��

hw� $wi�B � h $w
�� w�i��
��

hw�w�iw�

	 � N�w��Bw����

Beweis�

Nach De�nition und ���
 gilt� NB�P� �� O�
X
�� NB� $P�� P�B �� $P �� P	B und

$P�B �� P �� $P	B � ��� ist ein B�Linksmodulisomorphismus� also ist ��� ein B�
Rechtsmodulisomorphismus� und damit eine Involution auf $P� �
�� und �
�� sind
o�ensichtlich erf�ullt� Wie �ublich sei li f�ur i � I ein Basisvektor von P�Ui�� und
es gelte li � uijlj� Dann sind l�i und l	i Basisvektoren von $P�Ui� und N�li� ist

Einheit in O�
X�Ui�� Sei b � B�Ui�� mit l�i � l	i b� Dann gilt mit ����

hli� l
�
i i � hli� l

	
i bi � hli� l

	
i ib � N�li�b�

also l�i � l	i hli� l
�
i iN�li���� Damit erh�alt man f�ur b� b� � B�Ui� bzw� $w � $P�

hbli� l
�
i b
�i�B � �bhli� l

�
i ib

���B

� b��Bhli� l
�
i ib

�B ��
��� �
���i��

� hb��B l�
�i � l
�
i b
�Bi � h�l�i b

��
�� �bli�
�i� also gilt �
���

�bli�
�
	 � �l�i b

�B�

	 � �l	i hli� l

�
i iN�li�

��b�B�

	

� b�B	BN�li�
��hli� l

�
i i

	B l	

	

i

� b�B	BN�li�
��NB�hli� l

�
i i�hli� l

�
i i
��N�li�li ���
�� �����

� b	B�BN�li�
��N�li�N�li�

�Bhli� l
�
i i
��li ��

�� �����

� b	B�B�hli� l
�
i i
����BN�li�

�B l�
�i ��
��� �
���i��

� �l�i hli� l
�
i i
��N�li�b

	B�
�

� �l	i b
	B�
� � �bli�

	
�� also gilt �
���

$w
�	 � $w
�	
�� � $w
��
	� � $w

	�� also gilt �
���

$N��bli�
�� � $N �l�i b

�B� � NB�b
�B� $N �l�i �

� NB�b
�B�N�li�

��NB�hli� l
�
i i� ������






� NB�b�
�BN�li�

��N�li�N�li�
�B ��

�� �����

� �NB�b�N�li��
�B � N�bli�

�B� also gilt �
	��

hbli� �bli�
�i�bli�

�
	 � bhli� l
�
i ib

�B�bli�
	
� � �l	i b

	Bbhli� l
�
i ib

�B�
�

� �l�iN�li�hli� l
�
i i
��NB�b�hli� l

�
i ib

�B�
� � �l�iN�bli�b
�B�
�

� b�B�BN�bli�
�Bli � N�bli�

�Bbli� also gilt ����

�

���� Theorem �Tits�Proze��

Sei �NB��B� �� B�zul�assig� �A�OX� B�gro�� P ein A�zul�assiger B�Modul und
�N� �� A�zul�assig� $N��� $�� $� seien die nach ���
 bzw� ���� induzierten Abbil�
dungen�

De�niert man

fJ �� A�P�

e� �� ��� � � H��X� fJ ��

�N�a�w� �� NB�a� �N�w� � $N �w��� TB�a� hw�w
�i�

� NB�a� �N�w� �N�w��B � TB�a� hw�w
�i��

�a�w�e	 �� �a	B � hw�w�i� w�

	 � aw�

� �a	B � hw�w�i� w	
� � aw�

f�ur a � A und w � P� so ist � �N� e�� e�� eine kubische Form mit Adjunkter und
Basispunkt auf fJ � und f�ur die zugeh�orige Spurform gilt�

eT��a�w�� �c� v�� � TB�a� c� � TB�hw� v
�i� � TB�hv�w

�i�

f�ur a� c � A und v�w � P� Die hierdurch induzierte OX�Jordan�Algebra
J � �N� e�� e�� wird mit J �B�A�P� N� �� bezeichnet�

Beweis�

A�P ist als direkte Summe von OX�Moduln ein OX�Modul� �N bzw� e� ist eine
kubische bzw� quadratische Abbildung� da sie jeweils aus Polynomabbildungen
entsprechenden Grades zusammengesetzt ist�
F�ur r � O�

X gilt�

�� � r��� � r��B � �� � r����B � r�B� � �� � r��� � r�B� � � � r � r�B � rr�B �


�



Wegen �� � r��� � r�B�� �� rr�B � OX ������ii�� ergibt sich damit r � r�B � OX �
Dies impliziert in Verbindung mit �
	��

N�w� � $N�w�� � N�w� �N�w��B � OX f�ur w � P�

Hieraus und wegen �
�� �i�� �iii�� �
�� ist �N somit eine kubische Form von fJ nach
OX � �
�� und �
�� �ii� implizieren ferner� da� e� eine quadratische Abbildung vonfJ nach fJ ist�
Um nun zu zeigen� da� � �N� e�� e�� eine kubische Form mit Adjunkter und Ba�
sispunkt ist� ist die G�ultigkeit der Identit�aten ��� ��� nachzuweisen� Dazu wird
zun�achst D �N berechnet� Seien x � �a�w�� y � �c� v� � fJ und 
 � OX� Dann gilt�

�N�x� 
y� � �N��a�w� � 
�c� v�� � �N�a� 
c�w � 
v�

� NB�a� 
c� �N�w � 
v� � $N��w � 
v���

�TB�a� 
c� hw � 
v� �w � 
v��i�

� NB�a� � 
DcNB�a� � 
�DaNB�c� � 
�NB�c�

�N�w� � 
DvN�w� � 
�DwN�v� � 
�N�v�

� $N �w�� � 
Dv�
$N�w�� � 
�Dw�

$N�v�� � 
� $N�v��

�TB�a� hw�w
�i�

�
�TB�c� hw�w
�i� � TB�a� hv�w

�i� � TB�a� hw� v
�i��

�
��TB�a� hv� v
�i� � TB�c� hw� v

�i� � TB�c� hv�w
�i��

�
�TB�c� hv� v
�i��

Es ergibt sich also�

Dy
�N�x� � DcNB�a� �DvN�w� �Dv�

$N�w��

�TB�c� hw�w
�i� � TB�a� hv�w

�i� � TB�a� hw� v
�i�

� TB�a
	B � c� � TB�hv�w

	i� � TB�hw
� 
	� v�i�� TB�c� hw�w

�i�

�TB�hv�w
�ai�� TB�haw� v

�i� ��
�� ����� ����� �����

� TB�a
	B � hw�w�i� c� � TB�hv�w

	
�� � w�ai� � TB�hw
	
� � aw� v�i�

��
��� �
���

� TB�a
	B � hw�w�i� c� � TB�hv� �w

	
� � aw��i� � TB�hw
	
� � aw� v�i��

Damit erh�alt man�
Dy

�N �e�� � TB��
	B � c� � TB�c��

Als n�achstes wird DxDy
�N�e�� berechnet� Es gilt�

Dy
�N�e� � 
x� � Dy

�N �� � 
a� 
w�


�



� TB��� � 
a�	B � h
w� �
w��i� c�

�TB�hv� ��
w�
	
� � �� � 
a�
w��i�

�TB�h�
w�
	
� � �� � 
a�
w� v�i�

� TB�� � 
�� �B a� � 
�a	B � 
�hw�w�i� c�

�TB�hv� �

�w	
� � 
w � 
�aw��i�

�TB�h

�w	
� � 
w � 
�aw� v�i�

� TB��� c� � 
TB�� �B a� c� � 
�TB�a
	B � hw�w�i� c�

�
TB�hv�w
�i� � 
�TB�hv� �w

	
� � aw��i�

�
TB�hw� v
�i� � 
�TB�hw

	
� � aw� v�i��

Damit folgt

DxDy
�N�e�� � TB���B a� c�� TB�hv�w

�i� � TB�hw� v
�i��

Gem�a� der De�nition der Spurform eT erh�alt man insgesamt�

eT �x� y� � Dx
�N�e��Dy

�N�e�� �DxDy
�N���

� TB�a�TB�c�� TB���B a� c� � TB�hv�w
�i� � TB�hw� v

�i�

� TB�a�TB�c�� TB�TB�a��� a� c� � TB�hv�w
�i� � TB�hw� v

�i� �����

� TB�a�TB�c�� TB�a�TB�c� � TB�a� c� � TB�hv�w
�i� � TB�hw� v

�i�

� TB�a� c� � TB�hv�w
�i� � TB�hw� v

�i��

Damit ist die G�ultigkeit der Formel f�ur die Spurform gezeigt� und man erh�alt
au�erdem�

eT �xe	� y� � eT ��a	B � hw�w�i� w� 
	 � aw�� �c� v��

� TB�a
	B � hw�w�i� c� � TB�hv� �w

�
	 � aw��i� � TB�hw
� 
	 � aw� v�i�

� Dy
�N�x� ��
����

Die Identit�at �
� ist also f�ur � �N� e�� �� erf�ullt� Als n�achstes wird ��� nachgerechnet�

x
e	e	 � �a�w�

e	e	 � �a	B � hw�w�i� w�

	 � aw�

e	
�
�
�a	B � hw�w�i�	B � hw�


	 � aw� �w�

	 � aw��i�

�w�

	 � aw��


	 � �a	B � hw�w�i��w�

	 � aw�

�
�

F�ur die A�Komponente erh�alt man�

a	B	B � a	B �B hw�w
�i� hw�w�i	B � hw�


	� w�

	�i







�hw�

	� w�ai� haw�w�


	�i � haw�w�ai

� NB�a�a� a	B �B hw�w
�i � hw�


	� w	i � hw�

	� w�
�	i� hw	
�� w�ia

�ahw�w�
�	i � ahw�w�ia ����� ����� �
��� �
���

� NB�a�a� hw
� 
	� w	i � hw�


	� w	i� hw�w	i�Ba

�ahw�w	i � a	B �B hw�w
�i � ahw�w�ia ��
��� �
���

� �NB�a� �N�w��B �N�w��a� TB�a� hw�w
�i�a ������ �����

� �NB�a� � $N�w�� �N�w� � TB�a� hw�w
�i��a ��
���

� �N�a�w�a�

F�ur die P�Komponente ergibt sich�

�w�

	� � w�a�


	 � a	Bw�

	 � a	Baw � hw�w�iw�


	 � hw�w�iaw

� w	
	 �w	 $�w�a� �w�a�

	 � �w�a�


	 �NB�a�w �N�w��Bw � hw� �aw��iw

��
��� �
��� �����

� �N�w� �NB�a� � $N�w���w � w	 $��aw�� � hw� �aw��iw ������ �
���

� �N�w� �NB�a� � $N�w���w � TB�hw� �aw�
�i�w ������

� �NB�a� �N�w� � $N�w��� TB�hw�w
�ia��w

� �NB�a� �N�w� � $N�w��� TB�a� hw�w
�i��w ������

� �N �a�w�w�

Somit gilt ��� f�ur � �N� e�� e��� ��� und ��� sind wegen �N �e�� � NB��� � � unde�e	 � ��	B � � � ��� � � e� erf�ullt� Damit bleibt nur noch die G�ultigkeit von ���
zu beweisen�

e���x �
�
��� � � �a�w�

�e	
� ��� �

e	 � �a�w�
e	

� �� � a�w�
e	 � ��� � � �a�w�

e	
�
�
�� � a�	B � hw�w�i� w�


	 � �� � a�w
�
� ��� �

��a	B � hw�w�i� w�

	 � aw�

� ���B a��w� � �TB�a��� a��w� � TB�a���� � � �a�w�

� eT��a�w�� ��� ����� � � �a�w� � eT �x� e��e�� x � eT �x�e�� x�

Hiermit ist alles gezeigt� �

���� Bemerkung

Ist J bzw� fJ ein OX�Modul� �N��� �� bzw� � �N� e�� e�� eine kubische Norm
mit Adjunkter und Basispunkt auf J bzw� fJ und f � J � fJ ein OX�

Modulhomomorphismus mit �N�f�x�� � N�x� und f�x�e	 � f�x	� f�ur x � J


�



und f��� � e�� so ist f � J �N��� �� � J � �N� e�� e�� ein Homomorphismus von
Jordan�Algebren�

Beweis�

Die Behauptung folgt sofort daraus� da�

f�U� � J �N�U����U�� �jU � �� J � �N�U�� e��U�� e�jU �
f�ur jede o�ene Teilmenge U von X ein Homomorphismus von Jordan�Algebren
ist �vgl� �M���� �

Im n�achsten Theorem wird die erste Tits�Konstruktion �vgl� �M��� auf geringte
R�aume verallgemeinert� Beim Beweis wird dabei so vorgegangen� da� die erste
Tits�Konstruktion als Spezialfall des Tits�Prozesses betrachtet wird �vgl� �P�R���
Theorem 
���� wobei die Aussage nat�urlich auch direkt gezeigt werden k�onnte�

���	 Theorem ��� Tits�Konstruktion�

Sei �X�OX� ein geringter Raum� A eine assoziative� unit�are OX�Algebra�
�NA��A� �� eine kubische Form mit Adjunkter und Basispunkt auf A� P ein
A�Linksmodul vom Rang � mit NA�P� �� OX und N eine Norm auf P� wobei
A� � J �NA��A� �� und NA�xy� � NA�x�NA�y� f�ur x� y � A gelte� N��� $� seien
die gem�a� ���
 induzierten Abbildungen�

De�niert man

fJ �� A�P � $P�e� �� ��� � � � H��X� fJ ��

�N�a�w� $w� �� NA�a� �N�w� � $N � $w�� TA�a� hw� $wi��

�a�w� $w�
e	 �� �a	A � hw� $wi� $w


	 � aw�w	 � $wa�

f�ur a � A� w � P� $w � $P� so ist � �N� e�� e�� eine kubische Form mit Adjunkter
und Basispunkt auf fJ � und f�ur die zugeh�orige Spurform gilt�

eT��a�w� $w�� �c� v� $v�� � TA�a� c� � TA�hw� $vi� � TA�hv� $wi��

Die hierdurch induzierte OX�Jordan�Algebra J � �N� e�� e�� wird mit J �A�P� N�
bezeichnet�
De�niert man weiter

O�
X �� OX �OX� �r� s��B �� �s� r��

B �� A�Aop� �a� c��B �� �c� a�� �B �� ��� ���

NB�a� c� �� �NA�a�� NA�c��� �a� c�	B �� �a	A� c	A��

O�
X �� f�r� r� j r � OXg�


�



A� �� f�a� a� j a � Ag�

P� �� P � $P�

N��w� $w� �� �N�w�� $N � $w��� �w� $w��
�
�� � $w�w�

f�ur r� s � OX� a� c � A� w � P� $w � $P� so erf�ullen O�
X� B� �B� �NB��B� �B��

�A��O�
X�� P

� und �N�� ��� die Voraussetzungen von Theorem ���
� und es gilt
insbesondere

J �B�A��P�� N�� ��� �� J �A�P� N��

Beweis�

O�ensichtlich ist B eine assoziative unit�are O�
X �Algebra� �B eine Involution auf

B bzw� O�
X und NB � B � O�

X bzw� �B � B � B eine kubische bzw� quadratische
Abbildung� wobei f�ur a� a�� c� c� � A gilt�

�a� c�	B	B � �a	A	A� c	A	A� � �NA�a�a�NA�c�c� � �NA�a�� NA�c���a� c�

� NB�a� c��a� c��

eTB��a� c�� �a�� c��� � �TA�a� a
��� TA�c� c

��� �Di�erentiationsregeln��

D�a��c��NB�a� c� � �Da�NA�a��Dc�NA�c�� � �TA�a
	A� a��� TA�c

	A� c���

� eTB��a	A� c	A�� �a�� c��� � eTB��a� c�	B� �a�� c����
�B �B �a� c� � ���A a� ��A c� � �TA�a��� a� TA�c�� � c�

� TB�a� c���� ��� �a� c��

NB��B� � �NA���� NA���� � ��� ���

�	BB � ��	A � �	A� � ��� ���

NB

�
�a� c��a�� c��

�
� NB�aa

�� c�c� � �NA�aa
��� NA�c

�c��

�
�
NA�a�NA�a

��� NA�c
��NA�c�

�
� NB�a� c�NB�a

�� c���

NB��a� c�
�B� � NB�c� a� � �NA�c�� NA�a�� � �NA�a�� NA�c��

�B

� �NB�a� c��
�B�

�a� c��a�� c���a� c� � �aa�a� cc�c� � �TA�a� a
��a� a	A �A a

�� TA�c� c
��c� c	A �A c

��

� TB
�
�a� c�� �a�� c��

�
�a� c�� �a� c�	B �B �a�� c���

und �B ist das Einselement der Algebra B� Folglich ist �NB��B� �B� eine B�zul�assi�
ge kubische Form mit Adjunkter und Basispunkt� O�ensichtlich ist �A��O�

X� ein


	



B�gro�es Paar und P� ein lokal freier B�Linksmodul vom Rang �� Der Kozyk�
lus �uij� repr�asentiere nun die Isomorphieklasse von P in PiclftA� und es gelte
li � uijlj mit lokalen Basisvektoren li � P�Ui�� Dann gilt N�li� � NA�uij�N�lj��
und wegen NA�P� � OX� d� h� N�li� � O�Ui��� folgt NA�uij� � N�li�N�lj����
Setzt man f�ur i � I �i �� �N�li�� N�li����� so ist ��i� � C��U �O��

X �� und es gilt
��Bi � �N�li���� N�li�� � ���i �
Gem�a� ���� repr�asentiert der Kozyklus ��uij� u

��
ij �� die Isomorphieklasse des B�

Moduls P�� Wegen

�uij� u
��
ij ��B � �u��ij � uij� � �uij� u

��
ij ���

und

NB�uij� u
��
ij � � �NA�uij�� NA�uij�

��� �
�
N�li�N�lj�

��� N�li�
��N�lj�

�
� �i�

��
j

ist P� gem�a� ��� A�zul�assig mit ai � �� Da N eine Norm auf P ist� folgt sofort�
da� N� eine Norm auf P� ist� Wegen $P� �� $P �P ist �� au�erdem o�ensichtlich
eine Involution auf P�� und es gilt f�ur w � P� $w � $P�

h�w� $w�� �w� $w��
�
i � h�w� $w�� � $w�w�i � �hw� $wi� hw� $wi� � A�

NB�h�w� $w�� �w� $w�
��i� � NB�hw� $wi� hw� $wi�

� �NA�hw� $wi�� NA�hw� $wi��

� �N�w� $N � $w�� N�w� $N� $w��

� �N�w�� $N � $w��� $N� $w�� N�w��

� N��w� $w��N��w� $w���B�

Folglich ist �N�� ��� A�zul�assig� O�
X � B� �B� �NB��B� �B�� �A��O�

X�� P
� und

�N�� ��� erf�ullen also die Voraussetzungen von Theorem ���
�
Um zu zeigen� da� J �A�P� N� eine Jordan�Algebra mit J �A�P� N� ��
J �B�A��P�� N�� ��� ist� gen�ugt es nach ����� einen OX�Modulisomorphismus

f � A�P� $P � A��P� mit f�x�e	�
� f�xe	� und �N��f�x�� � � �N �x�� �N�x�� f�ur

x � A� P � $P und f��� � � � ���� ��� �� ��� wobei �N� bzw e�� die Norm bzw�
Adjunkte von J �B�A��P�� N�� ��� bezeichne�
De�niert man �� � P� � $P�� $�� � $P� � P�� $N� � $P� � O�

X und $�� � $P� � P�

durch�

�w� $w�	
�
� �w	� $w


	��

� $w�w�

	�

� � $w

	� w	��

$N�� $w�w� � � $N� $w�� N�w���

� $w�w�
�
�
� �w� $w��


�



dann ist �� eine Adjunkte auf P� $�� eine Adjunkte auf $P�� $N� eine Norm auf $P�

und $�� eine Involution auf $P�� und es gelten die Bedingungen ��� ���� und $�� �
������� Durch f�a�w� $w� �� ��a� a�� �w� $w�� wird nun einOX�Modulisomorphismus
f � A�P � $P � A� �P� de�niert� wobei gilt�

f��� � � � ���� ��� �� ���

f�a�w� $w�
e	�

� ��a� a�� �w� $w��
e	�

�
�
�a� a�	B � h�w� $w�� �w� $w��

�
i� �w� $w��

� 
	�
� �a� a��w� $w�

�
�
�
�a	A� a	A�� �hw� $wi� h $w�wi�� � $w


	� w	�� �aw� $wa�
�

�
�
�a	A � hw� $wi� a	A � hw� $wi�� � $w


	 � aw�w	 � $wa�
�

� f�a	A � hw� $wi� $w

	 � aw�w	 � $wa�

� f��a�w� $w�e	��
�N��f�a�w� $w�� � �N���a� a�� �w� $w��

� NB�a� a� �N��w� $w� � $N���w� $w��
�
�

�TB
�
�a� a�� h�w� $w�� �w� $w��

�
i
�

� �NA�a�� NA�a�� � �N�w�� $N � $w�� � � $N� $w�� N�w��

�TB
�
�a� a�� �hw� $wi� h $w�wi�

�
�
�
NA�a� �N�w� � $N� $w�� NA�a� �N�w� � $N� $w�

�
�
�
TA�a� hw� $wi�� TA�a� hw� $wi�

�
� � �N�a�w� $w�� �N�a�w� $w���

Damit ist alles gezeigt� �

���
 Bemerkung

a� Unter den Voraussetzungen von ���
 bzw� ���� gilt f�ur P � X�

J �B�A�P� N� ��P �� J �BP �AP �PP � NP � �P �

bzw�
J �A�P� N�P �� J �AP �PP � NP ��

wobei die rechte Seite ein Tits�Proze� im Sinne von ��� bzw� eine erste Tits�
Konstruktion im Sinne von ��
 �uber OP ist�
b� Sind �X�O�

X� und �X�OX� lokal geringte R�aume�B eineO�
X�Azumaya�Algebra

vom konstanten Rang � mit einer Involution �B und O�
X als OX�Modul lokal frei

vom konstanten Rang � mit H�O�
X � �B� � OX� dann gilt

J �B�H�B� �B��P� N� ��P �OP
��P � ��


�



J �BP �OP
��P ��H�BP �OP

��P �� ��B�P � �l��PP �OP
��P �� NP � �l� �P � �l��

wobei die rechte Seite eine zweite Tits�Konstruktion im Sinne von �M�� ist� d�h�
J �B�H�B� �B��P� N� �� ist eine Albert�Algebra �uber OX�
Ist �X�OX� ein lokal geringter Raum und A eine OX�Azumaya�Algebra vom
konstanten Rang �� dann gilt

J �A�P� N�P �OP
��P � �� J �AP �OP

��P ��PP �OP
��P �� NP � �l��

wobei die rechte Seite eine Albert�Algebra �uber ��P � ist� d�h� J �A�P� N� ist eine
Albert�Algebra �uber OX�

���� Bemerkung

Sei �X�OX� ein geringter Raum� � eine Involution aufOX und J eineOX �Jordan�
Algebra� Ist � � J � J eine Involution auf J � d� h� ein Automorphismus von
Jordan�Algebren der L�ange kleiner gleich �� der � fortsetzt� dann ist die Garbe
H�J � �� �� fx � J j ��x� � xg der Fixelemente eine H�OX � ���Jordan�Algebra�

Im n�achsten Theorem wird dargestellt� wie sich analog zu �M��� �P�R��� Theorem

�	 der Tits�Proze� in eine erste Tits�Konstruktion einbetten l�a�t�

���� Theorem

Seien B� O�
X� �B� �NB��B� ��� �A�OX�� P und �N� �� mit den gleichen Eigen�

schaften wie in ���
 gegeben� Dann erf�ullen B� O�
X� �NB��B� ��� P und N ins�

besondere die Voraussetzungen von Theorem ����� Verm�oge

�b� w� $w�� �� �b�B� $w
�� w�� f�ur �b� w� $w� � B � P � $P

wird eine Involution � � J �B�P� N�� J �B�P� N� de�niert� und es gilt�

J �B�A�P� N� �� �� K � H�J �B�P� N�� ���

d� h� dieOX �Jordan�Algebra J �B�A�P� N� �� wird isomorph auf eineOX �Jordan�
Algebra K abgebildet� wobei K eine Untergarbe der H�O�

X� �B��Jordan�Algebra
H�J �B�P� N�� �� ist� F�ur A � H�B� �B� gilt K � H�J �B�P� N�� ���

Beweis�

Klar ist� da� B� O�
X � �NB��B� ��� P undN die Voraussetzungen von ���� erf�ullen�

und � � B�P� $P � B�P� $P eine semilineare Bijektion ist� BezeichnetN � bzw�
�� die Norm bzw� Adjunkte von J �B�P� N�� so gilt f�ur �b� w� $w� � B � P � $P�

�b� w� $w��	
�

� �b�B � $w
�� w��	
�

� �b�B	B � h $w
�� w�i� w�

	 � b�B $w
�� $w
�	 � w�b�B�

� �b	B�B � hw� $wi�B � w	
� � � $wb�
�� $w

	� � �bw���


�



� �b	B � hw� $wi� $w

	 � bw�w	 � $wb��

� �b� w� $w�	
���

N ���b� w� $w��� � N ��b�B� $w
�� w��

� NB�b
�B� �N� $w
�� � $N�w��� TB�b

�B� h $w
�� w�i�

� NB�b�
�B � $N� $w��B �N�w��B � TB�b� hw� $wi�

�B

� N ��b� w� $w��B �

��� � �� � ��� � ��

Nach De�nition des U �Operators in J �B�P� N� ist der U �Operator also mit
� vertr�aglich� d� h� � ist eine Involution auf J �B�P� N�� Gem�a� ���� ist
H�J �B�P� N�� �� damit eine H�O�

X� �B��Jordan�Algebra� Weiter ist nach Vor�
aussetzung K �� f�a�w�w�� j a � A� w � Pg eine Untergarbe von
H�J �B�P� N�� �� � f�b� w�w�� j b � H�B� �B�� w � Pg und ein OX�Modul�
und es gilt f�ur �a�w�w�� � K�

�a�w�w��	
�

� �a	B � hw�w�i� w�

	 � aw�w	 � w�a�

� �a	B � hw�w�i� w	
� � aw� �w	
� � aw��� � K�

N ��a�w�w�� � NB�a� �N�w� � $N�w��� TB�a� hw�w
�i�

� NB�a� �N�w� �N�w��B � TB�a� hw�w
�i� � OX�

��� � � � H��X�K��

Folglich ist K eine OX�Jordan�Algebra� De�niert man schlie�lich f � A�P � K
durch f�a�w� �� �a�w�w�� f�ur �a�w� � A�P� so ist f ein OX �Modulisomorphis�
mus� und es gilt f�ur �a�w� � A�P� falls �N bzw� e� die Norm bzw� Adjunkte auf
J �B�A�P� N� �� bezeichnet�

f�a�w�	
�

� �a�w�w��	
�

� �a	B � hw�w�i� w�

	 � aw�w	 � w�a�

� f�a	B � hw�w�i� w�

	 � aw� � f��a�w�

e	��
N ��f�a�w�� � N ��a�w�w�� � NB�a� �N�w� � $N�w��� TB�a� hw�w

�i�

� �N�a�w��

f��� � � ��� � ��

Das hei�t� f ist ein Isomorphismus von OX�Jordan�Algebren� Damit ist alles
gezeigt� �

�



��� Beispiele

a� Seien O�
X� B� �B� �NB��B� �� und �A�OX� mit den gleichen Voraussetzungen

wie in Theorem ���
 gegeben� Nach ���� ist BB A�zul�assig� und die Menge der
A�zul�assigen Paare ist mit der Menge der Paare �u�B� 	NB� identisch� f�ur die
u � H��X�A��� 	 � H��X�O��

X � und NB�u� � 		�B gilt� Die zu 	NB geh�orige
Adjunkte ist 	�B� und wegen �BB�	 �� BB gilt �	NB�	 � 	��NB �nach ����� und
�	�B�	 � 	���B �nach ������ Bezeichnet �N bzw� e� die Norm bzw� die Adjunkte
der OX �Jordan�Algebra J �B�A� BB� 	NB� u�B�� so erh�alt man f�ur a � A� b � B
wegen hb�$bi � b$b f�ur b � BB� $b � BB�

�a� b�
e	 � �a	B � bub�B� 	���ub�B�	B � ab�

� �a	B � bub�B� 	�Bb�B	Bu�� � ab�

�wegen 	���ub�B�	B � 	��b�B	Bu	B � 	��b�B	BNB�u�u�� � 	��b�B	B		�Bu����

�N�a� b� � NB�a� � 	NB�b� � 	��NB�ub
�B�� TB�a� bub

�B�

� NB�a� � 	NB�b� � 	�BNB�b
�B�� TB�a� bub

�B�

�wegen 	��NB�ub�B� � 	��NB�b�B�NB�u� � 	��NB�b��B		�B��

Dies entspricht dem Tits�Proze�� wie er in �P�R�� �vgl� ���� de�niert wurde�

b� Seien OX� A und �NA��A� �� mit den gleichen Eigenschaften wie in Theo�
rem ���� gegeben� AA ist ein global freier A�Linksmodul vom Rang � mit
NA�AA� �� OX� Gem�a� ���� entsprechen die Normen auf AA genau den ku�
bischen Abbildungen 	NA� 	 � H��X�O�

X�� Die zu 	NA geh�orige Adjunkte ist
	�B� und wegen �AA�	 � AA gilt �	NB�	 � 	��NB und �	�B�	 � 	���B� Be�
zeichnet �N bzw� e� die Norm bzw� Adjunkte der Jordan�Algebra J �A�AA� N��
so gilt f�ur a�� a�� a� � A wegen ha�� a�i � a�a��

�a�� a�� a��
e	 � �a	A � a�a�� 	

��a	A� � a�a�� 	a
	A
� � a�a���

�N�a�� a�� a�� � NA�a�� � 	NA�a�� � 	��NA�a��� TA�a�� a�a���

Dies entspricht der urspr�unglichen ersten Tits�Konstruktion �vgl� ��
��

��



� Die erste und zweite Tits�Konstruktion von

Albert�Algebren �uber lokal geringten R�aum�

en

In diesem Paragraphen wird bewiesen� da� eine Albert�Algebra J � J �N��� ��
�uber einem lokal geringten Raum �X�OX� eine erste Tits�Konstruktion �im Sinne
von ����� ist� falls J eine OX �Azumaya�Algebra vom konstanten Rang � enth�alt�
bzw� ein Tits�Proze� �im Sinne von ���
� ist� falls J die Untergarbe der hermi�
teschen Elemente einer O�

X�Azumaya�Algebra mit Involution � vom konstanten
Rang � enth�alt� wobei H�O�

X � �� � OX gilt� und O�
X lokal frei vom konstan�

ten Rang � ist� Hierzu wird ben�otigt� da� eine Albert�Algebra �uber einem lokalen
Ring� die eine Azumaya�Algebra vom konstanten Rang � als Unteralgebra enth�alt�
eine klassische erste Tits�Konstruktion �d� h� im Sinne von �P�R��� 
��� ist�
Im folgenden bezeichne �X�OX� bzw� �X�O�

X� einen lokal geringten Raum�

��� De�nition

Eine unit�are� assoziative OX �Algebra A hei�t Azumaya�Algebra� falls A als OX�
Modul lokal frei von endlichem Rang und AP �OP

��P � f�ur jedes P � X eine
zentral�einfache Algebra �uber ��P � ist�

�su�J �� �u� �vgl� �J
�� bezeichne die spezielle universelle Einh�ullende einer Jordan�
Algebra J �uberR� IstA eine unit�are� assoziativeR�Algebra mit einer Involution ��
so hei�t �A� �� perfekt �vgl� �J
��� falls �A� i� eine spezielle universelle Einh�ullende
der Jordan�Algebra H�A� �� ist� wobei i � H�A� ��� A die kanonische Einbettung
sei�

��� Satz

Sei n � N� n � 
� A eine Azumaya�Algebra vom konstanten Rang n�� und �
bezeichne die Vertauschungsinvolution auf A�Aop� Dann ist �A�Aop� �� perfekt�

Beweis�

Es gilt H�A � Aop� �� �� A� � � A � A � Aop bezeichne die Diagonalabbildung�
Da A eine Azumaya�Algebra vom konstanten Rang ist� gibt es eine treu�ache
!etale R�Algebra S� so da� A �R S �� Matn�S� �vgl� �K��� S� ��
� gilt� � � �lS
ist eine Involution auf �A � Aop� �R S �� �A �R S� � �A �R S�op mit H��A �
Aop��R S� � � �lS� �� A�R S �� Matn�S��Gem�a� einem Theorem von Martindale
�vgl� �J��� S� ���� ist �Matn�S� �Matn�S�op� � � �lS� perfekt� d� h� �Matn�S� �
Matn�S�

op� � � �lS� ist eine spezielle universelle Einh�ullende von Matn�S�
�� Da

� � A� � A � Aop eine assoziative Spezialisierung ist� gibt es einen eindeutig
bestimmten Homomorphismus f � su�A�� � A � Aop assoziativer R�Algebren�
Damit ist auch f � �lS � su�A�� �R S � �A� Aop� �R S ein Homomorphismus
assoziativer R�Algebren� Da su�A�� �R S und �A � Aop� �R S �� Matn�S� �

��



Matn�S�op spezielle universelle Einh�ullende von �A�Aop��R S sind� ist f � �lS
ein Isomorphismus� Folglich ist auch f ein Isomorphismus� da S treu�ach �uber
R ist� d� h� es gibt einen eindeutig bestimmten Isomorphismus f � su�A�� �
A�Aop assoziativer Algebren� Dies bedeutet� �A�Aop� �� ist spezielle universelle
Einh�ullende der Jordan�Algebra A�� �

��� Lemma

Sei J � J �N��� �� eine Jordan�Algebra �uber R und A eine Jordan�Unteralgebra
von J � A
 bezeichne das orthogonale Komplement von A bez�uglich der Spurform
T � De�niert man die Abbildung g � A� EndR�A
�� durch g�a��z� � �a� z f�ur
z � A
 und a � A� dann ist g ein Homomorphismus von Jordan�Algebren�

Beweis�

Vgl� �P�R��� Lemma 
�� �i�� �

��� Bemerkung

Sei J eine Albert�Algebra �uber R� J enthalte eine Jordan�Unteralgebra der Form
A�� wobei A eine Azumaya�Algebra �uber R vom konstanten Rang � sei� Gem�a�
Satz ���	 gilt J � J �N��� ��� wobei �N��� �� eine kubische Form mit Adjunk�
ter und Basispunkt ist� Da A� eine Unteralgebra von J ist� erh�alt man mit ���
A	 
 A� also A� � J �N jA��jA� ��� Nach Satz ���� ist N jA bzw� T jA mit der
reduzierten Norm bzw� Spur der Azumaya�Algebra A identisch� Durch die Zu�
ordnung a �� T jA�A�a��� wird folglich ein Isomorphismus A � HomR�A�R�
de�niert� Dies impliziert J � A � A
 �als direkte Summe von R�Moduln�� Be�
zeichnet prA bzw� prA� die orthogonale Projektion von J auf A bzw� A
� so sind
r � A
 � A
 mit r�z� � prA��z

	� und q � A
 � A mit q�z� � prA�z
	� qua�

dratische Abbildungen� und es gilt z	 � q�z�� r�z�� Da N jA mit der reduzierten
Norm auf A �ubereinstimmt� folgt au�erdem� da� J �A��� f�ur � � R� de�niert
ist�

��	 Lemma

Sei J eine Albert�Algebra �uber R und A eine Azumaya�Algebra �uber R vom
konstanten Rang � mit A� 
 J � Dann gelten f�ur z � A
 und a � A die folgenden
Identit�aten�

q��a� z� � aq�z�a�����

r��a� z� � �a	 � r�z������

q��a� z� r�z�� � �N�z�a���
�

r��a� z� r�z�� � q�z�� �a� z�� T �a� q�z��z�����

r�r�z�� � N�z�z � q�z�� r�z������

q��a� z� z� � Ua�q�z�������	�

�




r��a� z� z� � Ua�r�z���������

Beweis�

Wegen J � A�A
�

N�a� z� � N�a� �DaN�z� �DzN�a� �N�z� � N�a� � T �a	� z� � T �z	� a� �N�z�

� N�a� � T �q�z� � r�z�� a� �N�z� � N�a� � T �q�z�� a� �N�z�

und

�a� z�	 � a	 � a� z � z	 � a	 � q�z�� a � z � r�z� f�ur a � A�� z � A


erf�ullenM � A
� %N � N� q� r und a �z � �a�z die Voraussetzungen von �P�R���
Lemma 
�
� und gem�a� diesem Lemma folgen die Behauptungen� �

��
 Theorem

Sei J eine Albert�Algebra �uber R� J enthalte eine Jordan�Unteralgebra der Form
A�� wobei A eine Azumaya�Algebra �uber R vom konstanten Rang � sei�

a� Ist l � A
 invertierbar� und gilt a��b� l� � �ab� l f�ur alle a� b � A� und setzt
man � �� N�l�� so ist die Einbettung A� �� J eindeutig zu einem Isomorphismus
J �A���� J von Jordan�Algebren fortsetzbar� Dieser ist gegeben durch

�a�� a�� a�� ��� a� � a� � l � ���a� � l�

b� Ist �R�m� ein lokaler Ring� so gibt es immer ein invertierbares Element l � A


mit a� �b� l� � �ab� l f�ur alle a� b � A�

Beweis�

Im Fall� da� R ein K�orper ist� wurde die Behauptung von McCrimmon �vgl� �M���
Theorem �� gezeigt� Dieser Beweis wurde von Petersson und Racine �vgl� �P�R���
Theorem 
��� vereinfacht� Im folgenden wird im wesentlichen die Argumentation
von McCrimmon bzw� Petersson und Racine �ubernommen�
Nach Bemerkung 
�� gilt J � A � A
� und nach Lemma 
�
 ist die Abbildung
g � A� � EndR�A
��� g�a��z� � �a�z f�ur a � A� z � A
 ein Homomorphismus
von Jordan�Algebren� insbesondere also eine assoziative Spezialisierung von A��
Da gem�a� 
�� A � Aop die spezielle universelle Einh�ullende von A� ist� gibt es
also einen Homomorphismus g� � A�Aop � EndR�A
� assoziativer Algebren� so
da� das folgende Diagramm kommutiert�

A� ������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

������
���
���
���
�

g
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��
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De�niert man nun die Abbildungen

g� � A� EndR�A

� und g� � A

op � EndR�A

�

durch
g��a� �� g��a� � und g��a� �� g��� a� f�ur a � A�

so sind folglich auch g� und g� Homomorphismen assoziativer Algebren� Hierbei
gilt�

�� g��a� 	 g��b� � g��a� � 	 g��� b� � g��� � �  � g��b� 	 g��a� f�ur a� b � A�

�lA� � g��� � g���� �� � g���� � g�����

g���� 	 g���� � g���� � 	 g���� � � g���� � � g�����

g���� 	 g���� � g�����

Dies bedeutet� g���� und g���� bilden ein Orthogonalsystem von Projektionen auf
A
� man erh�alt also�

A
 � g�����A

�� g�����A


��

Mit �� ergibt sich f�ur z � A
 und a � A�

g��a��g�����z�� � �g��a� � g��a���g�����z��

� g��a� a��g�����z�� � g�a��g�����z�� � �a� g�����z�

und analog
g��a��g�����z�� � �a� g�����z��

Wegen gi�a��gi����z�� � gi��� 	 gi�a��gi����z�� f�ur i � �� � sind folglich die durch
g�i�a��z� �� gi�a��z� � �a� z de�nierten Abbildungen

g�� � A� EndR�g�����A

�� bzw� g�� � A

op � EndR�g�����A

��

wohlde�niert und Homomorphismen assoziativer Algebren� Dies bedeutet� ver�
m�oge g�� bzw� g�� wird auf g��A
� bzw� g��A
� eine A�Links� bzw� A�Rechts�
modulstruktur induziert� Insbesondere gilt also f�ur a� b � A�

a� �b� z�� � �ab� z� f�ur z� � g�����A

������

a� �b� z�� � �ba� z� f�ur z� � g�����A

������

Setzt man andererseits

M� �� fz � A
 j a� �b� z� � �ab� z f�ur a� b � Ag�

��



M� �� fz � A
 j a� �b� z� � �ba� z f�ur a� b � Ag�

dann ist M� bzw� M� bez�uglich der durch �a� z f�ur a � A� z � A
 induzierten
Skalarmultipliation ein A�Links� bzw� A�Rechtsmodul�
Als n�achstes wird M� � g�����A
� und M� � g�����A
� gezeigt� Wegen
g�����A
� 
 M� und g�����A
� 
 M� und A
 � g�����A
� � g�����A
� gen�ugt
es M� � M� � fg nachzuweisen� Sei also z � M� � M�� Nach De�nition ist
Ann�z� ein zweiseitiges Ideal in A� Wegen �ab�z � �ba�z gilt �a� b��z �  f�ur
a� b � A� d� h� Ann�z� enth�alt alle Kommutatoren von A� Gem�a� �K��� S� ��
 gibt
es nun eine treu�ache R�Algebra S mit A�RS �� Mat��S�� Ann�z��RS ist dann
ein zweiseitiges Ideal in Mat��S�� da� alle Kommutatoren enth�alt� Da nach �K���
S� ��
 alle zweiseitigen Ideale in Mat��S� die Form IMat��S� mit einem Ideal
I 
 R haben� gibt es also ein Ideal I in R mit Ann�z��RS � IMat��S�� Hieraus
folgt I � R� da Ann�z� �R S alle Kommutatoren �also z� B� �eij� eji� � ei � ej�
enth�alt� Dies impliziert Ann�z��R S � Mat��S� � A�R S� also Ann�z� � A� da
S treu�ach �uber R ist� Damit folgt  � �� � z � z� und es ist A
 � M� �M�

gezeigt�
Als n�achstes wird

q�z� � � z	 � r�z� f�ur z �M� �M����

bewiesen� Sei also z �M�� Gem�a� ���� und ���� gilt f�ur a� b � A�

q�a� �b� z�� � aq��b� z�a � abq�z�ba� q��ab� z� � abq�z�ab�

also abq�z��a� b� � � Dies impliziert a�b��q�z�� �S��a
�b�� �  f�ur a�� b� � A�R S �

Mat��S�� W�ahlt man f�ur a�� b� speziell die invertierbaren Elemente �l� eij� �l� eji
f�ur i� j � �� �� 
� i �� j� so folgt q�z�� � � � also q�z� � � da S treu�ach �uber
R ist� Analog ergibt sich q�z� �  f�ur z �M��
Als n�achstes wird

M	
� 
M�� M	

� 
M�

gezeigt� F�ur z �M� gilt nach ���� und ���� f�ur a� b � A�

a	 � �b	 � r�z�� � �a	 � r��b� z� � r��a� ��b� z�� � r��ab� z�

� ��ab�	 � r�z� � �b	a	 � r�z��

Wegen a�� � N�a���a	 f�ur a � A� erh�alt man hieraus

a� �b� r�z�� � �ba� r�z� f�ur a� b � A��

folglich a� �b� r�z�� � �ba� r�z� f�ur a� b � A �nach Koechers Prinzip� vgl� �J
��

��� und damit z	 � r�z� �M�� Analog ergibt sich z	 �M� f�ur z �M��
Sei nun �R�m� ein lokaler Ring� Dann ist J�mJ eine Albert�Algebra �uber R�m�

�	



BezeichnetM �
� die analog zuM� de�nierte Menge der Albert�Algebra J�mJ �uber

R�m� dann gilt M �
�
�� M��mM�� Gem�a� �P�R��� S� �	�� ����� enth�alt M �

� und
damit auch M� invertierbare Elemente� Damit ist b� bewiesen�
R sei nun wieder beliebig und l � M� invertierbar� Dann gilt r�l� � l	 � M��
De�niert man die Abbildung

f � A�A�A �� A�A� l �A� r�l� 
 J

durch
f�a� b� c� �� a� b� l � ���c� r�l� mit � � N�l��

so ist f o�ensichtlich ein surjektiver R�Modulhomomorphismus� Ist b � A mit
b� l �  und c � A mit c� r�l� � � dann folgt mit ��� und �����

 � l	 � �b� l� � N�l�b� T �l	� b�l � N�l�b�

 � l� �c� r�l�� � l � �c� l	� � N�l�c� T �l� c�l	 � N�l�c�

also b �  � c� Folglich ist f ein Modulisomorphismus� Als n�achstes wird gezeigt�
da� f ein Jordan�Homomorphismus von J �A��� nach J ist� Dazu werden die
Linearisierungen von ��	� und ���� ben�otigt� F�ur a � A und z� z� � A
 gilt�

q��a� z� z�� � q��a� z�� z� � Ua�q�z�z����������

r��a� z� z�� � r��a� z�� z� � Ua�r�z�z����������

Damit erh�alt man f�ur a� b� c� ea� eb� ec � A�

f�a� b� c�	 � �a� b� l � ���c� r�l��	

� a	 � �b� l�	 � ����c� r�l��	 � a� �b� l�� a� ����c� r�l��

��b� l�� ����c� r�l��

� a	 � q�b� l� � r�b� l� � ���q�c� r�l�� � ���r�c� r�l�� � ab� l

����ca� r�l� � q�b� l� ���c� r�l�� � r�b� l� ���c � r�l�� ������ �����

� a	 � b	 � r�l�� ���c	 � r�r�l�� � ab� l � ���ca� r�l�

����
�
� q��c� ��b� l�� r�l�� � Uc�q��b�l�r�l�����

�
����

�
� r��c� ��b� l�� r�l�� � Uc�r��b�l�r�l�����

�
������ ����� ����� �����

� a	 � b	 � r�l�� ���c	 �
�
N�l�l � q�l�� r�l�

�
� ab� l� ���ca� r�l�

����
�
� q��cb� l� r�l�� � Uc��N�l�b���

�
����

�
� r��cb� l� r�l�� � Uc�q�l���b�l��T �b�q�l��l���

�
���
�� ����� ����� �����

� a	 � b	 � r�l�� ���c	 � l� ab� l� ���ca� r�l� � ���
�
N�l�cb�N�l�cb�N�l�bc

�
����

�
� q�l�� �cb� r�l�� � T �cb� q�l��r�l�

�
���
�� ����� �����

��



� a	 � b	 � r�l�� ���c	 � l� ab� l� ���ca� r�l�� bc ������

� �a	 � bc�� ����c	 � ab�� l � �����b	 � ca�� r�l�

� f��a� b� c�
e	��

wobei e� die Adjungierte von J �A��� bezeichne�

T
�
f�a� b� c�� f�ea� eb� ec�� � T

�
a� b� l � ���c� r�l�� ea� eb� l� ���ec� r�l�

�
� T �a� ea�� T �a� eb� l�� T �a� ���ec � r�l��� T �b� l� ea�

�T �b� l� eb� l� � T �b� l� ���ec� r�l��� T ����c� r�l�� ea�
�T ����c� r�l�� eb� l� � T

�
���c� r�l�� ���ec� r�l�

�
� T �a� ea� � T �l� b� �eb� l�� � ���T

�
l� b� �ec� r�l�

�
����T

�
r�l�� c� �eb� l�

�
� ���T

�
r�l�� c� �ec� r�l��

�
�����

� T �a� ea� � T �l��beb� l� � ���T �l��ecb� r�l��

����T �r�l���ceb� l� � ���T �r�l���ecc� r�l�� ������ �����

� T �a� ea� � T �l � l��beb� � ���T �l� r�l���ecb�
����T �r�l�� l��ceb� � ���T �r�l�� r�l���ecc� �����

� T �a� ea�� ���T �l� l	� ecb�� ���T �l	 � l� ceb�
� T �a� ea�� ���T ��N�l��� ecb�� ���T ��N�l��� ceb� ������

� T �a� ea� � T �ec� b� � T �c� eb�
� eT��a� b� c�� �ea� eb� ec���

wobei eT die Spurform von J �A��� bezeichne� Da f also mit den Adjunkten
und Spurformen vertr�aglich ist� folgt� da� f ein Homomorphismus von Jordan�
Algebren� insgesamt also ein Isomorphismus von Jordan�Algebren ist� Da die
Spurform einer Albert�Algebra nichtausgeartet ist� folgt da� T sowohl auf Bild
f als auch auf J nichtausgeartet ist� da� also Bild f � J gilt� Damit ist alles
gezeigt� �

��� Bemerkung

Sei E ein lokal freier OX �Modul� Gilt f�ur die OX�Untermoduln F und F � von E
E � F �F �� dann sind auch F und F � lokal frei� �

��� Bemerkung

Sei J � J �N��� �� eine Albert�Algebra �uber OX� J enthalte eine Unteralgebra
der Form A�� wobei A eine Azumaya�Algebra �uber OX vom konstanten Rang
� sei� Dann gilt nach ��� A	 
 A� also A� � J �N jA��A� ��� Gem�a� ���� und

��



���
 ist f�ur jedes P � X �N jA�P mit der reduzierten Norm von AP identisch� also
N jA�ab� � N jA�a�N jA�b� f�ur a� b � A�

�� Theorem

Sei J � J �NJ ��J � �� eine Albert�Algebra �uber OX� J enthalte eine Unteral�
gebra der Form A�� wobei A eine Azumaya�Algebra �uber OX vom konstanten
Rang � sei� Dann gibt es einen lokal freien A�Linksmodul P vom Rang � mit
NJ jA�P� �� OX und eine Norm N auf P� so da� die kanonische Einbettung
A �� J zu einem Isomorphismus J �A�P� N�� J fortsetzbar ist�

Beweis�

F�ur jedes P � X gilt gem�a� 
�� und 
�	

�� JP � AP � �AP �

 � AP �MP�� �MP���

wobei �AP �

 das orthogonale Komplement vonAP bez�uglich der Spurform �TJ �P

bezeichne� und MP�� bzw� MP�� durch

MP�� �� fs � �AP �

 j a� b� s � �ab� s f�ur a� b � APg bzw�

MP�� �� fs � �AP �

 j a� b� s � �ba� s f�ur a� b � APg

de�niert sei �wobei � die Bilinearisierung von �J bezeichne�� Setzt man nun f�ur
jede o�ene Teilmenge U von X

H��U�A
� �� fw � H��U�J � j wP � �AP �

 f�ur P � Ug�

so erh�alt man zun�achst einen OX �Modul A
 und dann analog OX �Moduln
M��M� mittels

H��U�M�� � fw � H��U�A
� j wP �MP�� f�ur P � Ug�

H��U�M�� � fw � H��U�A
� j wP �MP�� f�ur P � Ug�

O�ensichtlich gilt �Mi�P 
MP�i f�ur i � �� � und P � X�
Als n�achstes wird die Gleichheit dieser Mengen gezeigt� Sei also P � X und
s � MP��� Dann gibt es eine o�ene Teilmenge U von X und ein Element w �
H��U�A
� mit wP � s� Ohne Einschr�ankung sei A�U� ein freier OX �Modul mit
Basis e�� � � � � e� � A�U�� Nach Voraussetzung gilt dann

TJ ��ei�P � wP � �  und

�ei�P � �ej�P � wP � �ei�P ej�P �wP f�ur � � i� j � ��

Dies bedeutet� es gibt eine o�ene Teilmenge V 
 U mit P � V und

TJ �eijV � wjV � � �

��



eijV � ejjV �wjV � �eijV ejjV � wjV �

also

TJ ��ei�Q� wQ� � �

�ei�Q � �ej�Q � wQ � ��ei�Q�ej�Q � wQ f�ur Q � V und � � i� j � ��

Nach De�nition von M� erh�alt man damit wjV � H��V�M��� also wP � s �
�M��P � Analog ergibt sichMP�� 
 �M��P � Folglich giltMP�i � �Mi�P f�ur P � X
und i � �� �� Gem�a� �� impliziert dies

J � A�A
 � A�M� �M��

Nach Bemerkung 
�� sind die OX�Moduln M� und M� au�erdem insbesondere
lokal frei vom konstanten Rang �� Verm�oge der Skalarmultiplikation A�Mi �
Mi mit �a�w� �� �a�w f�ur i � �� � wirdM� bzw�M� zu einemA�Links� bzw�A�
Rechtsmodul� Gem�a� 
�	 gibt es zu jedemP � X ein invertierbares Element l�P � �
�M��P � so da� die kanonische Einbettung AP �� JP zu einem Isomorphismus
J �AP � �P � � JP fortsetzbar ist mit �P � NJ �P �l�P �� und �� �� � �� l�P �� Sei
nun U eine o�ene Umgebung von P � so da� A�U� und Mi�U�� i � �� �� frei sind�
und l � M��U� � J �U�� mit lP � l�P � gilt� Dann ist l	J � M��U�� und die
Abbildungen

�� � AjU ��M�jU � a ��� �a� l

�� � AjU ��M�jU � a ��� �a� l	J

sind OX�Modulisomorphismen � Da �� ein A�Links� und �� ein A�Rechtsmo�
dulisomorphismus ist� folgt� da� M� bzw� M� ein lokal freier A�Links bzw� A�
Rechtsmodul vom Rang � ist�
Sei nun U � �Ui�i�I eine o�ene �Uberdeckung von X� so da� M��Ui� und M��Ui�
als A�Ui��Moduln frei� und li � M��Ui� � J �Ui�� ein Basisvektor von M��Ui�
ist� Es gelte li � �uij� lj auf Uij mit uij � H��Uij�A��� Wegen J �AP � �P � �� JP

mit �P �� NJ �P ��li�P � f�ur P � Ui gilt f�ur a� b � A�Ui� �da die entsprechenden
Gleichungen in J �AP � �P � G�ultigkeit besitzen��

NJ ��a� li� � NJ �a�NJ �li��

NJ ��a� l
	J
i � � NJ �a�NJ �l

	J
i ��

��a� li�
	J � �a	J � l

	J
i �

��a� l
	J
i �	J � �a	J � l

	J	J
i �

��a� li�� ��b� l
	J
i � � aN�li�b � a�li � l

	J
i �b�

und l
	J
i � M��Ui� � J �Ui�� ist ein Basisvektor von M��Ui�� Hieraus folgt

NJ jA�uij� � NJ �li�NJ �lj�
���

�



also NJ jA�M�� �� OX � und N � NJ � M� � OX ist eine Norm auf M��
Au�erdem ist die Abbildung

M� �M� � A� �w�� w�� ��� hw�� w�i �� �w� � w�

wohlde�niert mit

h�a� w���b� w�i � ahw�� w�ib f�ur a� b � A� wi � Mi� i � �� ��

und die durch ��� induzierte Abbildung M� � $M� ist ein A�Rechtsmodul�
isomorphismus� Identi�ziert man bez�uglich dieses Isomorphismus M� � $M��
so entspricht ��� der kanonischen Abbildung von M� � $M� in A� und mit den
obigen Formeln rechnet man nach� da� � � �J jM��

$� � �J jM� und $N � NJ jM�

die Bedingungen ��� ���� erf�ullen� also identisch mit den durch N gem�a� ���

induzierten Abbildungen sind�

f � A�M� � $M� � J � f�a�w� $w� � a� w � $w

ist ein OX�Modulhomomorphismus� und wegen

J �A�M�� N�P �� J �AP � �P � �� JP f�ur P � Ui

ist f � J �A�M�� N�� J ein Isomorphismus von Jordan�Algebren� �

���� Bemerkung

Sei J � J �NJ ��J � �� eine Albert�Algebra �uber OX � J enthalte eine Unteralge�
bra der FormH�B� �B�� wobei B eine Azumaya�Algebra �uber O�

X vom konstanten
Rang � mit einer Involution �B und O�

X eine OX�Algebra vom konstanten Rang �
mitH�O�

X � �B� � OX sei� Gem�a� ���� c� ist J � � J �OX
O�

X eine Albert�Algebra
�uber O�

X� und es gilt J � � J �NJ ���J �� ���� wobei NJ � bzw� �J � die Erweiterung
von NJ bzw� �J auf O�

X bezeichne� �� � �l��B ist eine Involution auf J �� Gem�a�
�K��� I� ���
�	� gibt es zu jedem P � X ein Element z�P � � O�

P � so da� �� z�P � eine
Basis von O�

P ist� Hieraus folgt

BP � H�BP � ��B�P ��z
�P �H�BP � ��B�P � � H�BP � ��B�P ��OP

O�
P �als O�

P �Moduln��

weil die entsprechende Gleichung in B�P� gilt� und

J �
P � JP � z�P �JP � H�J �

P � �
�
P � � z�P �H�J �

P � �
�
P ��

Folglich ist H�J �� ��� �� J und B� �� H�B� �B� �O
�
X �als Jordan�Algebren �uber

O�
X�� J

� enth�alt B� als Unteralgebra� und es ist ��jB � �B� Nach De�nition von
�� gilt weiter f�ur w � J ��

w�
�	J � � w	J ��

�

�

��



NJ ��w
��� � NJ ��w�

�B �

Wegen B� � J �NJ �jB��J �jB� ��� ist f�ur P � X �NJ �jB�P mit der reduzierten
Norm von BP identisch� d� h� es gilt NJ �jB�a� b� � NJ � jB�a�NJ � jB�b�� Au�er�
dem folgt NJ � jB�b�B� � NJ � jB�b��B f�ur b � B� Dies bedeutet� �NJ �jB��J � jB� ���
ist B�zul�assig� Wegen NJ ��H�B� �B�� 
 OX und H�B� �B�	J � 
 H�B� �B� ist
�H�B� �B��OX� B�gro��

���� Theorem

Sei J � J �NJ ��J � �� eine Albert�Algebra �uber OX � J enthalte eine Unteralge�
bra der FormH�B� �B�� wobei B eine Azumaya�Algebra �uber O�

X vom konstanten
Rang � mit einer Involution �B und O�

X eine OX�Algebra vom konstanten Rang �
mit H�B� �B� � OX sei� Dann gibt es einen H�B� �B��zul�assigen B�Linksmodul P
vom Rang � und ein H�B� �B��zul�assiges Paar �N� ��� so da� die kanonische Ein�
bettung H�B� �B� �� J zu einem Isomorphismus J �B�H�B� �B��P� N� �� � J
fortsetzbar ist�

Beweis�

Mit den Bezeichnungen von 
�� ist J � gem�a� 
�� eine Albert�Algebra �uber
O�

X � die B
� als Unteralgebra enth�alt� �� � �l � � ist eine Involution auf J � mit

H�J �� ��� �� J � Weiter gilt B� � J �NJ �jB��J �jB� ���� �NJ �jB��J �jB� ��� ist B�
zul�assig� und H�B� �B� ist B�gro�� Gem�a� dem Beweis von Theorem 
�� ist dann

� � J �B�M�� N� �� J � �b� w� $w� ��� b� w � $w

ein Isomorphismus von Jordan�Algebren �uber O�
X� wobei M��M� und N analog

wie in 
�� de�niert seien� d� h�

H��U�M�� � fw � H��U�B
� j a� b� wP � �ab� wP f�ur a� b � BP � P � Ug

�wobei � die Bilinearisierung von �J � bezeichne�� Wegen w�
�	J � � w	J ��

�
�nach


��� gilt

��� �w � v��
�

� w�
�

� v�
�

f�ur v�w � J ��

Hieraus folgt

s�B� � s�B� � s�
�

� �s� � s� � s��
�

� ��s�s� � s��
�

� �s�B� s�B� � s�
�

f�ur s�� s� � BP � s � M��P � P � X� also w�
�
� M�� f�ur w � M�� und analog

w�
�
� M� f�ur w � M�� Da �� eine Involution auf J � B � M� � M� ist�

folgt mit ���� da� �� � M� � M� ein B�Linksmodulisomorphismus ist� Dies
bedeutetM�B

�
�� M�

�� M� �M	
� � und �J �jM� ist eine Involution aufM� �nach

Identi�kation von $M� und M��� Weiter erh�alt man mit ��� f�ur w � M��

hw�w�
�

i�B � ��w � w�
�

��
�

� �w�
�

� w � �w � w�
�

�

��



also hw�w�
�
i � H�B� �B�� und �wegen ����� 
���

N �
J �hw�w

��i� � N �
J �w�N

�
J �w

��� � N �
J �w�N

�
J �w�

�B �

Wegen N �
J jB�M�� �� O�

X folgt damit insgesamt� da� M� ein H�B� �B��zul�assiger
Modul� und �N �� �� mit N � � NJ jB und � � ��jM� ein H�B� �B��zul�assiges Paar
ist�
Bezeichnet �� die Involution von ����� dann gilt � 	 �� � �� 	 �� d�h� � induziert
einen Isomorphismus

H�J �B�M�� N�� ��� �� H�J �� ����

woraus mit ���� und 
�� folgt�

H�J �B�H�B� �B��M�� N� �� �� H�J �B�M�� N�� ��� �� H�J �� ��� �� J �

�

�




� Beispiele

In diesem Paragraphen werden Beispiele des Tits�Prozesses beschrieben� Als An�
wendung erh�alt man Jordan�Algebren� insbesondere auch exzeptionelle Jordan�
Algebren mit gro�em Radikal�
�X�OX� sei ein lokal geringter Raum�

��� Beispiel �vgl� �P�R��� Beispiele ���� ��� �ii��

Verm�oge NA�r�� r�� r�� � r�r�r�� �r�� r�� r��	A � �r�r�� r�r�� r�r�� und � � ��� �� ��
wird eine kubische Form �NA��A� �� mit Adjunkter und Basispunkt auf A �
OX � OX � OX de�niert� und es gilt A� � O�

X � O�
X � O�

X � J �NA��A� ��
und NA�ab� � NA�a�NA�b� f�ur a� b � A� Sei nun Pi f�ur i � �� �� 
 ein lokal
freier OX �Modul vom Rang �� und es gelte P� � P� � P�

�� OX� Dann ist P �
P��P��P� ein lokal freierA�Modul vomRang � mitNA�P� �� P��P��P�

�� OX �
W�ahlt man einen Isomorphismus � � P� � P� � P� � OX � dann wird verm�oge
N�x� y� z� � ��x�y� z� eine Norm N � P � OX auf P de�niert� Damit sind die
Voraussetzungen von Theorem ���� erf�ullt� d� h� man erh�alt eine Jordan�Algebra
J �A�P� N�� wobei f�ur a � A� w � P� $w � $P gilt�

�N �a�w� $w� � NA�a� �N�w� � $N � $w�� T �a� hw� $wi��

�a�w� $w�e	 � �a	A � hw� $wi� $w

	 � aw�w	 � $wa�

mit

�x� y� z�	 � �y � z� z � x� x� y��

�$x� $y� $z�

	 � �$y � $z� $z � $x� $x� $y��

N�$x� $y� $z� � $x� $y � $z�

h�x� y� z�� �$x� $y� $z�i � �hx� $xi� hy� $yi� hz� $zi�

f�ur �x� y� z� � P� �$x� $y� $z� � $P � $P� � $P� � $P�� Hierbei werden die kanonischen
Identi�kationen Pi�Pj

�� $Pl und $Pi� $Pj
�� Pl f�ur i� j� l � �� �� 
� i� j� l paarweise

verschieden� verwendet� �

��� Beispiel

Sei E ein lokal freier OX�Modul vom Rang 
� Dann ist A � EndX �E� eine
Azumaya�Algebra vom konstanten Rang �� und es gilt A� � J �NA��A� ��� wo�
bei NA bzw� �A die gew�ohnliche Determinante bzw� Adjunkte ist� Insbesondere
gilt dann NA�ab� � NA�a�NA�b� f�ur a� b � A� Alle lokal freien A�Linksmoduln
vom Rang � sind von der Form

P � E � $F � HomX�F � E��

��



wobei F ein lokal freier OX �Modul vom Rang 
 ist� Dabei gilt NA�P� �� det E �
�detF�	� Das hei�t� es ist NA�P� �� OX genau dann� falls es einen Isomorphismus
� � det E � detF gibt� Sei nun F ein lokal freier A�Linksmodul vom Rang � und
� � det E � detF ein Isomorphismus� Dann gibt es eine eindeutig bestimmte
kubische Abbildung N � P � OX� die der Bedingung

�� 	 det��g� � N�g��ldetF

f�ur g � P � Hom�F � E� gen�ugt� N ist eine Norm auf P� Damit sind die Vor�
aussetzungen von Theorem ���� erf�ullt� d� h� man erh�alt eine Jordan�Algebra
J �A�P� N�� Dabei gilt�

$P � $E � F � HomX�E�F��

hg� fi � g 	 f f�ur g � P� f � $P�

F�ur die zu N geh�orige Adjunkte � � P � $P erh�alt man�

g 	 g	 � N�g��lE f�ur g � P�

Nach ���	 ist J �A�P� N� eine Albert�Algebra� �

��� Bemerkung

Sei k ein K�orper und X eine Kurve �d� h� ein geometrisch integres� vollst�andiges�
glattes Schema der Dimension �� �uber k� X habe Geschlecht � Dann enh�alt
X immer abgeschlossene Punkte vom Grad kleiner gleich �� und X ist genau
dann rational �d� h� isomorph zu der projektiven Geraden P�k �uber k�� falls X
rationale Punkte� also Punkte vom Grad �� enth�alt� Sei nun P� � X ein Punkt
von minimalem Grad� F�ur einen Divisor D auf X bezeichne L�D� den zu D
geh�origen invertierbarenOX �Modul� Die Zuordnungm �� L�mP�� induziert einen
IsomorphismusZ��PicX�

Ist X rational� dann l�a�t sich jeder lokal freie OX�Modul von endlichem Rang in
eine direkte Summe von Geradenb�undeln zerlegen� d� h� die Isomorphieklassen der
lokal freien unzerlegbaren OX�Moduln entsprechen den Isomorphieklassen lokal
freier OX �Moduln vom Rang �� Zu jedem lokal freienOX�Modul vom Rang r gibt
es also Zahlen m�� � � � �mr �Z� so da� gilt

E �� L�m�P��� � � �� L�mrP���

Sei nun X nicht rational� Dann lassen sich die Isomorphieklassen der lokal freien
OX �Moduln von endlichem Rang nach �T� folgenderma�en beschreiben� Jeder
lokal freie OX�Modul vom Rang gr�o�er gleich 
 ist zerlegbar� Durch folgende
Daten wird ein unzerlegbarer lokal freier OX�Modul E� vom Rang � gegeben�
Ist ��X� der Funktionenk�orper von X� t ein Ortsparameter von X in P� und

��



f � O�
P�

so� da� f�P�� ein erzeugendes Element von ��P�� �uber k ist� dann sei E�
die Untergarbe der konstanten Garbe ��X�� der Spaltenvektoren� die au�erhalb
P� mitO�

X �ubereinstimmt und deren Halm in P� der freie OP��Modul sei� der von�
�


�
�
�
t��f
t��

�
erzeugt wird� Die Isomorphieklassen der unzerlegbaren lokal freien

OX �Moduln vom Rang � entsprechen dann den Isomorphieklassen der Moduln
L�mP��� E�� m �Z� Dies bedeutet� zu jedem lokal freien OX�Modul vom Rang
r gibt es Zahlen m�� � � � �ms� n�� � � � � nt �Zmit s� �t � r und

E �� L�m�P��� � � �� L�msP�� �L�n�P��� E� � � � �� L�ntP��� E�� �

��� Beispiel

Sei k ein K�orper� X eine nichtrationale Kurve vom Geschlecht Null �uber k und
P� ein Punkt von minimalem Grad� E und F seien lokal freie OX�Moduln vom
Rang 
� Gem�a� ��
 gilt dann

E � L�m�P��� E� �L�m�P�� oder E � L�n�P��� L�n�P��� L�n�P��

und

F � L�k�P��� E� � L�k�P�� oder F � L�l�P��� L�l�P��� L�l�P���

Hieraus folgt

det E �� det�L�m�P��� E��� L�m�P��

�� L��m�P���L�P��� L�m�P��

�� L���m� � � �m��P��

oder
det E �� L�n�P��� L�n�P��� L�n�P�� �� L��n� � n� � n��P��

und

detF �� L���k� � � � k��P�� oder detF �� L��l� � l� � l��P���

Dies bedeutet� es gibt genau dann einen Isomorphismus � � det E � detF � falls
einer der vier folgenden F�alle vorliegt�

i� E � L�m�P��� E� � L�m�P��� F � L�k�P��� E� � L�k�P���
�m� �m� � �k� � k��

ii� E � L�m�P��� E� � L�m�P��� F � L�l�P��� L�l�P���L�l�P���
�m� � � �m� � l� � l� � l��

iii� E � L�n�P��� L�n�P��� L�n�P��� F � L�k�P��� E� � L�k�P���
n� � n� � n� � �k� � � � k��

�	



iv� E � L�n�P��� L�n�P��� L�n�P��� F � L�l�P��� L�l�P��� L�l�P���
n� � n� � n� � l� � l� � l��

Gem�a� Beispiel ��� ist in diesen F�allen J �A�P� N� f�ur A � EndX �E� und P �
HomX �F � E� eine Albert�Algebra �uber X� A�P � $P ist dabei isomorph zu

i�

�
End�E�� L��aP��� E�

L�aP��� $E� OX

�

�

�
L�bP��� End�E�� L����b� a�P��� E�
L��a� b�P��� $E� L���bP��

�

�

�
L��bP��� End�E�� L���a� b�P�� � E�
L���b � a�P��� $E� L��bP��

�
mit a � m� �m�� b � m� � k��

ii�

�
End�E�� L��aP��� E�

L�aP��� $E� OX

�

�

�
L�bP��� E� L�cP��� E� L���a� b� c� ��P��� E�
L��a� b�P�� L��a� c�P�� L���b� c� ��P��

�

�

�B	 L��bP��� $E� L���a� b�P��
L��cP��� $E� L���a� c�P��

L��a� b� c� ��P��� $E� L��b� c� ��P��
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mit a � m� �m�� b � m� � l�� c � m� � l��

iii�

�B	 OX L�aP�� L�bP��
L��aP�� OX L��b� a�P��
L��bP�� L��a� b�P�� OX
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�

�B	 L�cP��� $E� L��a� b� �c� ��P��
L��c� a�P�� � $E� L��b� �c � ��P��
L��c� b�P��� $E� L��a� �c� ��P��
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�

�
L��cP��� E� L��a� c�P��� E� L��b� c�P��� E�

L���c � a� b� ��P�� L���c � b� ��P�� L���c � a� ��P��

�
mit a � n� � n�� b � n� � n�� c � n� � k��

iv�

�B	 OX L�aP�� L�bP��
L��aP�� OX L��b� a�P��
L��bP�� L��a� b�P�� OX
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�B	 L�cP�� L��a� d�P�� L��b� c� d�P��
L��c� a�P�� L�dP�� L��b � a� c� d�P��
L��c� b�P�� L��a� b� d�P�� L���c� d�P��
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�B	 L��cP�� L��a� c�P�� L��b � c�P��
L���a� d�P�� L��dP�� L��b� a� d�P��

L���b� c� d�P�� L��a� b� c� d�P�� L��c� d�P��


CA
mit a � n� � n�� b � n� � n�� c � n� � l�� d � n� � l�� �

Als n�achstes werden mit Hilfe der ersten Tits�Konstruktion Albert�Algebren �uber
dem n�dimensionalen projektiven Raum �uber einem Ring R konstruiert� deren
globale Schnitte Jordan�Algebren �uber R liefern�

��	 Beispiel

X � PnR bezeichne den n�dimensionalen projektiven Raum �uber R� d� h� es ist
X � ProjS mit S � R�T�� � � � � Tn�� F�ur m � Z ist OX�m� ein lokal freier OX�
Modul vom Rang �� Seien nun n�� n�� n�� l�� l�� l� �Zmit n��n��n� � l��l��l��
Dann sind E � OX�n���OX�n���OX�n�� und F � OX�l���OX�l���OX�l��
lokal freieOX�Moduln vom Rang 
� und die Multiplikation in S liefert kanonische
Isomorphismen

det E �� OX�n� � n� � n�� � OX�l� � l� � l�� �� detF �

Gem�a� Beispiel ��� ist dann J �A�P� N� eine Albert�Algebra �uber X f�ur A �
EndOX

�E� und P � HomOX
�F � E�� Setzt man analog wie in ��� iv�

a � n� � n�� b � n� � n�� c � n� � l�� d � n� � l��

so gilt

A�P � $P ��

�B	 OX OX�a� OX�b�
OX��a� OX OX�b� a�
OX��b� OX�a� b� OX
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�

�B	 OX�c� OX�a� d� OX�b� c� d�
OX�c� a� OX�d� OX�b� a� c� d�
OX�c� b� OX�a� b� d� OX��c� d�
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�B	 OX��c� OX�a� c� OX�b� c�
OX��a� d� OX��d� OX�b� a� d�

OX��b� c� d� OX�a� b� c� d� OX�c� d�


CA �

Geht man zu den globalen Schnitten �uber� so erh�alt man Jordan�Algebren �uber
R� die als R�Moduln frei und endlich erzeugt sind� Wegen

H��X�OX�m�� �

�
Sm f�ur m � 
 f�ur m � 

��



und rangR Sm �
�
m�n
n

�
gilt rangR J � �� f�ur J �� J �A�P� N�� W�ahlt man nun

die Parameter a� b� c� d � Z so� da� sich Jordan�Algebren wie in der folgenden
Liste ergeben� dann sind diese s�exzeptionell �im Sinne von �J
��� Dies gilt auch
f�ur alle Typen� die man aus den angegebenen erh�alt� indem man in der zweiten
Matrix beliebige Zeilen� bzw� Spaltenvertauschungen vornimmt� und in der ersten
und dritten Matrix die entsprechenden Komponentenvertauschungen durchf�uhrt�
wobei einer Zeilenvertauschung Zi � Zj in der zweiten Matrix die Spaltenvertau�
schung Si � Sj in der dritten Matrix und die Vertauschung der Komponenten
�ij � �ji in der ersten Matrix und einer Spaltenvertauschung Si � Sj in der
zweiten Matrix die Zeilenvertauschung Zi � Zj in der dritten Matrix und kei�
ner �Anderung der ersten Matrix entspricht� R bzw� � bzw�  symbolisiere dabei�
da� die Parameter a� b� c� d � Z so gew�ahlt werden� da� f�ur die entsprechende
Komponente OX�m� gilt m �  bzw� m �  bzw� m � �

I� a � b � �

�� c � d � �
J � H��Zor�R���

�� J � Mat��R��

�B	R � 
R � 
R � 
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�  
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  R
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L�a�t man bei diesen Jordan�Algebren in den Komponenten� die aus den homoge�
nen Polynomen vom Grad m mitm �  bestehen� nur Elemente der Form R �Tm

�

	



zu� so erh�alt man o�ensichtlich Unteralgebren� die sich kanonisch als Unteralge�
bren von H��Zor�R�� au�assen lassen� Die Dimension dieser Algebren betr�agt im
Fall

�I��� ���

�I���� �II��� ���

�I�
�� �II���� �III��� ���

�II�
�� �III��� �	�

Es gen�ugt� die s�Exzeptionalit�at dieser Jordan�Algebren nachzuweisen� Dies er�
folgt mit Hilfe der Glennie�Identit�at �vgl� �J
��

G� � f�Uz� Ux��y�� y� x 	 zg � �Uz� Ux�Uy�x 	 z�

� UUz�Ux�y��Ux�Uz�y��Ux�z����y�� Uz 	 Ux 	 Uy 	 Ux�z��� � Ux 	 Uz 	 Uy 	 Ux�z����

G� ist in allen speziellen Jordan�Algebren f�ur beliebige x� y� z identisch Null� In
den Jordan�Algebren der obigen Liste gibt es aber immer Elemente x� y� z mit
G��x� y� z� �� � Dies wird nun exemplarisch in den F�allen II� 
� i� bzw� III� �� ii�
nachgerechnet�

Da dem durch die Multiplikation in S induzierten Isomorphismus det E �� detF
auf den globalen Schnitten als Norm N und $N bzw als Adjunkte � und $�
die gew�ohnliche Norm bzw� Adjunkte einer 
 � 
�Matrix zugeordnet ist� gilt
gem�a� Theorem ���� f�ur Ai� Bi� Ci � Mat��R�� i � � �� �� wobei � bzw� T die
gew�ohnliche Adjunkte bzw� Spur einer 
� 
�Matrix bezeichnet�

�A�� A�� A��
e	 � �A	

� �A�A�� A
	
� �A�A�� A

	
� �A�A���

�A�� A�� A��� �B�� B�� B��

�
�
A� �B� �A�B� �B�A�� A� �B� �A�B� �B�A�� A� �B� �A�B� �B�A�

�
�

eT��A�� A�� A��� �B�� B�� B��
�
� T �A�B�� � T �A�B�� � T �B�A���

Damit erh�alt man�

eU�A��A��A���B�� B�� B��

�
�
T �A�B�� � T �A�B�� � T �B�A��

�
�A�� A�� A��

�
�
��A	

� �A�A�� �B� � �A	
� �A�A��B� �B��A

	
� �A�A���

��A	
� �A�A���B� � �A	

� �A�A��B� �B��A
	
� �A�A���

��A	
� �A�A���B� � �A	

� �A�A��B� �B��A
	
� �A�A��

�
�

	�



eU�A��A��A����B��B��B���C�� C�� C��

� �T �A�C�� � T �A�C�� � T �A�C����B�� B�� B��

��T �B�C�� � T �B�C�� � T �B�C����A�� A�� A��

�
�
��A� �B� �A�B� �B�A��� C� � �A� �B� �A�B� �B�A��C�

�C��A� �B� �A�B� �B�A���

��A� �B� �A�B� �B�A��� C� � �A� �B� �A�B� �B�A��C�

�C��A� �B� �A�B� �B�A���

��A� �B� �A�B� �B�A��� C� � �A� �B� �A�B� �B�A��C�

�C��A� �B� �A�B� �B�A��
�
�

Setzt man nun
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 � 
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so ist J� eine Unteralgebra von H��Zor�R�� vom Typ II� 
� i� mit

X � �X�� � �� Y � �Y�� � Y��� Z � �Z�� � Z�� � J��

F�ur X�Y�Z wird nun die Glennie�Identit�at G� berechnet�
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Dies bedeutet� J� ist s�exzeptionell�
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so ist J� eine Unteralgebra von H��Zor�R�� vom Typ III� �� ii� mit

X � �X�� � �� Y � �� Y�� �� Z � �� � Z�� � J��

F�ur X�Y�Z wird nun die Glennie�Identit�at G� berechnet�
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CA�
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CA� � �� �

�B	�  ��
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eUZ�Y � � eU�����Z���� Y�� �
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� � Y��
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�B	  
  
  ��
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G��X�Y�Z� � �� �

�B	  ��
  
  


CA� �� �

Dies bedeutet� J� ist s�exzeptionell� Analog gibt es f�ur alle anderen Typen der
obigen Liste Elemente X�Y�Z mit G��X�Y�Z� �� � Solche Elemente wurden
jeweils explizit mit Hilfe eines Computers unter Verwendung eines Programmes�
das in

�
Mathematica� erstellt wurde� ermittelt� F�ur Algebren vom Typ I� 
� ii�

wurden bereits in �R� entsprechende Elemente angegeben� F�ur die F�alle� in denen
man durch die Wahl der Parameter Algebren erh�alt� die nicht in obiger Liste
enthalten sind� ergab sich� da� die Glennie�Identit�at G� f�ur Elemente X�Y�Z�
deren Eintr�age in den Komponenten als Zufallszahlen gew�ahlt wurden� jeweils
identisch Null war� Dies deutet darauf hin� da� diese Algebren nicht s�exzeptionell
sind� �

Ist X ein R�Schema mit Strukturmorphismus � � X � Spec R� dann hei�t eine
Albert� bzw� Azumaya�Algebra J �uber X de�niert �uber R� falls es eine Albert�
bzw� Azumaya�Algebra J �uber R gibt� so da� J �� ��J gilt�

��
 Bemerkung

Sei k ein K�orper mit Charakteristik Null� Der Strukturmorphismus � � X � P�k �
Spec k induziert verm�oge �D� ��� ���D� einen Isomorphismus Br�k� �Br�P�k�
�vgl� �K���� wobei Br�k� bzw� Br�P�k� die Brauergruppe von k bzw� P�k bezeich�
ne� Folglich hat jede Azumaya�Algebra �uber P�k die Form End��D�P� mit ei�
ner zentral�einfachen Divisionsalgebra D �uber k und einem lokal freien ��D�
Rechtsmodul P� Nach �K���VII��
����� besitzt jeder lokal freie ��D�Rechtsmodul

	�



P die Form
P �� ��D�m��� � � �� ��D�mt�

mit t � N� mi � Z� i � �� � � � � t� Ist nun A eine Azumaya�Algebra �uber P�k vom
konstanten Rang �� dann gilt folglich

A �� EndX �OX�m���OX�m���OX�m��� mit mi �Z� i � �� �� 


oder

A �� End��D��
�D�m�� �� ��D mit m �Zund einer zentral�einfachen

Divisionsalgebra vom Grad 
 �uber k �d�h� A ist de�niert �uber k��

�

��� Satz

Sei k ein K�orper mit Charakteristik Null und J eine Albert�Algebra �uber P�k mit
A� 
 J � wobei A eine Azumaya�Algebra vom konstanten Rang � sei� Dann ist
J �uber k de�niert� oder es gilt J � J �A�P� N� mit A�P� N wie in Beispiel ����

Beweis�

Nach ���� gilt J � J �NJ ��J � ��� und nach 
�� folgt J � J �A�P� N�� wobei
A eine der beiden in ��	 angegebenen Formen besitzt� Folglich ist nur zu zei�
gen� da� J de�niert �uber k ist� falls gilt A �� ��D mit einer zentral�einfachen
Divisionsalgebra vom Grad 
 �uber k� In diesem Fall ist

P �� ��D�m� �� ��D �OX
OX�m� mit �Z�

N��D bezeichne die Norm von ��D� Wegen

OX
�� N��D�P� �� N��D��

�D �OX
OX�m�� �� OX�
m�

folgt hieraus m � � also P �� ��D� und es gibt ein � � H��P�k�O
�
X� � k� mit

N � �N��D� Dies bedeutet J � J ���D���D��N��D� � ��J �D���� d�h� J ist
de�niert �uber k� �

	�



A Polynomabbildungen �uber geringten R�aum�

en

Von zentraler Bedeutung in dieser Arbeit sind quadratische und kubische Ab�
bildungen zwischen Moduln �uber geringten R�aumen� Diese sind spezielle Po�
lynomabbildungen� In diesem Anhang werden daher Polynomabbildungen und
deren Eigenschaften kurz erl�autert� Die Vorgehensweise ist analog der von Roby
in �Ro� bzw� Loos in �L�� bei der Behandlung von Polynomabbildungen zwischen
Moduln �uber Ringen� Zur expliziten Bezeichnung der Restriktionsmorphismen ei�
ner �Pr�a�� Garbe F auf einem topologischen Raum X wird das Symbol resFUV f�ur
o�ene Teilmengen V 
 U vonX verwendet� Zur Vereinfachung der Notation wird
bei einem Morphismus von Garben f � F � G statt f�U��x� f�ur x � F�U� oft
einfach f�x� gesetzt� und x � F bedeutet� es gibt eine o�ene Teilmenge U 
 X
mit x � F�U��

Im folgenden bezeichnen X einen geringten Raum� OX die zugeh�orige Struk�
turgarbe und M�N OX�Moduln� OX �Algebren werden immer als kommutativ�
assoziativ und unit�ar vorausgesetzt� Um die De�nition einer Polynomabbildung
von M nach N formulieren zu k�onnen� werden zun�achst folgende Bezeichnungen
festgelegt�

A�� Bezeichnungen

a� AlgOX
bezeichne die Kategorie der �kommutativen� assoziativen� unit�aren�

OX �Algebren�

b� MGX bezeichne die Kategorie der Garben von Mengen auf X� Ein Objekt in
MGX ist also eine Garbe von Mengen auf X� und ein Morphismus in MGX ist
ein Homomorphismus von Garben von Mengen auf X�

c� FM � AlgOX
� MGX sei der durch M induzierte

�
Vergi���Funktor� d� h�

einer OX �Algebra A wird die Garbe M �OX
A� und einem OX �Algebrahomo�

morphismus � � A � A� wird der Morphismus �lM�� �M�OX
A �M�OX

A�

zugeordnet� also FM�A� �M�OX
A� FM��� � �lM � �� �

A�� De�nition

Eine Polynomabbildung von M nach N ist eine nat�urliche Transformation f �
FM � FN � Dies bedeutet� da� jeder OX�Algebra A ein Morphismus fA �M�OX

A � N �OX
A in MGX zugeordnet wird� wobei f�ur jeden Morphismus � �

A � A� inAlgOX
folgendes Diagramm von Morphismen von Garben von Mengen

�



kommutiert�

���

M�OX
A ���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
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A�� Bemerkung und Bezeichnung

Sei f eine Polynomabbildung von M nach N �

a� Sei P � X und AP eine OP �Algebra� Bezeichnet eAP die zu AP geh�orige
Wolkenkratzergarbe� so ist eAP eine OX�Algebra� Nach De�nition von f gibt es
einen Morphismus von Garben von Mengen auf X

f eAP �M�OX

eAP �� N �OX

eAP �

der unter Ber�ucksichtigung der kanonischen Identi�kationen

�M�OX

eAP �P �MP �OP
� eAP �P �MP �OP

AP �

�N �OX

eAP �P � NP �OP
AP �

eine Abbildung

�fP �AP �� �f eAP �P �MP �OP
AP �NP �OP

AP �

liefert� Ist � � AP � BP ein OP �Algebrahomomorphismus� so folgt aus der Kom�
mutativit�at des entsprechenden Diagramms f�ur die Abbildungen f eAP und feBP

sofort� da� das folgende Diagramm von Abbildungen kommutiert�

MP �AP
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

������
���
���
���
�

�fP �AP
NP �AP

MP �BP
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����
����
���
���
��

�fP �BP

NP �BP �
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Gem�a� De�nition ��Ro�� I�� bzw� �L��� ����� induziert f also f�ur jedes P � X
eine Polynomabbildung von MP nach NP � die mit fP bezeichnet wird� F�ur jede
OX �Algebra A gilt insbesondere �fA�P � �fP �AP

f�ur P � X�

��



b� Zur Vereinfachung der Notation wird f auch als f �M�N geschrieben� Da�
bei ist zu beachten� da� f zwar einen Homomorphismus von Garben von Mengen
auf X von M nach N induziert� da� f aber i� allg� durch diesen Homomor�
phismus nicht eindeutig bestimmt ist� Desweiteren wird statt fA meist einfach
f verwendet� Die entsprechenden Vereinbarungen sollen auch f�ur Polynomabbil�
dungen zwischen Moduln �uber Ringen �insbesondere also f�ur fP � P � X� gelten�
c� Ist f �M�N eine Polynomabbildung� dann gibt es zu jeder OX�Algebra A
verm�oge der kanonischen Isomorphie M�A �� A �M bzw� N �A �� A �N
eine Abbildung Af � A�M�A�N � �

A�� Beispiele

a� Jeder globale Schnitt s � H��X�N � induziert o�ensichtlich eine Polynomab�
bildung von M nach N � indem man f�ur jede OX �Algebra A und jede o�ene
Teilmenge U von X fA�U� � �M�A��U�� �N �A��U� als die konstante Abbil�
dung mit Funktionswert sjU �� de�niert� Polynomabbildungen dieser Art hei�en
konstante Polynomabbildungen�

b� Sei q � N� Mi f�ur i � �� � � � � q ein OX �Modul und f � M ��
qL

i��
Mi � N ein

OX �q�linearer Morphismus� d� h� f�ur jede o�ene Teilmenge U von X ist f�U� �

M�U� �
qL

i��
Mi�U�� N �U� eine O�U��q�lineare Abbildung�

Ist A eine OX�Algebra� dann ist

M� �A� � � ��Mq �A �� N �OX
A

�x�� a�� � � � � xq� aq� ��� f�x�� � � � � xq�� a� � � � � � aq

ein OX��q�linearer Morphismus und induziert daher einen A�Modulhomomor�
phismus

efA �M� �A� � � ��Mq �A �� N �A

�x� � a� � � � �� xq � aq� ��� f�x�� � � � � xq�� a� � � � � � aq�

Verkn�upft man efA mit der A�q�linearen Abbildung

M� �A� � � ��Mq �A ��M� �A� � � ��Mq �A

�x� � a�� � � � � xq � aq� ��� �x� � a� � � � �� xq � aq��

so erh�alt man folglich eine A�q�lineare Abbildung

fA �
qM

i��

�Mi �A� �� �
qM

i��

Mi��A �� N �A�

��



O�ensichtlich wird dadurch eine nat�urliche Transformation von FM nach FN de�
�niert� wobei fA A�q�linear f�ur jede OX�Algebra A ist� Polynomabbildungen� die
diese Eigenschaft erf�ullen� hei�en multilineare �f�ur q � � lineare� Polynomabbil�
dungen� �

Im folgenden bezeichne R einen �kommutativen� assoziativen� unit�aren� Ring�
und M�N seien unit�are R��Links��Moduln�

A�	 Bemerkung und Bezeichnung

a� PolR�M�N� bzw� PolOX
�M�N � bezeichne die Menge aller Polynomabbil�

dungen von M nach N bzw� von M nach N � Insbesondere wird PolR�M� ��
PolR�M�R� bzw� PolOX

�M� �� PolOX
�M�OX� gesetzt�

b� Seien f� g � PolOX
�M�N � und r � H��X�OX�� Setzt man f�ur jedeOX�Algebra

A

�f � g�A �� fA � gA�

�rf�A �� rfA�

�fg�A �� fAgA� �falls f � PolOX
�M���

so erh�alt man� wie man leicht nachrechnet� Polynomabbildungen f � g� rf� fg �
PolOX

�M�N �� die als Summe� Skalarprodukt bzw� Produkt bezeichnet werden�
PolOX

�M�N � bzw� PolOX
�M� wird dadurch zu einem unit�aren H��X�OX��

Modul bzw� zu einer unit�aren H��X�OX��Algebra�

c� Ist P ein weiterer OX�Modul� so erh�alt man analog f�ur Polynomabbildungen
g � PolOX

�N �P� und f � PolOX
�M�N � die Komposition g 	 f � PolOX

�M�P��
indem man f�ur jede OX�Algebra A de�niert� �g 	 f�A �� gA 	 fA�
Die OX�Moduln zusammen mit den Polynomabbildungen bilden eine Kategorie�
die mit OX �Mod�Pol bezeichnet wird�

d� Sei f � PolOX
�M�N �� U eine o�ene Teilmenge von X und AU eine OU �

Algebra� Bezeichnet iU � U � X die kanonische Einbettung� so ist �iU��AU eine
OX �Algebra� Folglich gibt es einen Morphismus

f�iU ��AU
�M�OX

�iU��AU �� N �OX
�iU��AU

von Garben von Mengen auf X� der durch Restriktion einen Morphismus

�f jU �AU
� �M�OX

�iU��AU �jU ��MjU�OU
AU �� �N�OX

�iU��AU�jU �� NjU�OU
AU

von Garben von Mengen auf U liefert� Ist weiter � � AU � A�
U ein OU �Algebra�

�




homomorphismus� so kommutiert nach Konstruktion das Diagramm

MjU �OU
AU

���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����
����
���
���
��

�f jU�AU

NjU �OU
AU

MjU �OU
A�

U
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�����
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��
��

�f jU�A�
U

NjU �OU
A�

U �
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Man erh�alt also eine Restriktionsabbildung von PolOX
�M�N � nach

PolOU
�MjU �NjU�� die insbesondere ein H��X�OX��Modulhomomorphismus ist�

Die Zuordnung U �� PolOU
�MjU �NjU� zusammen mit diesen Restriktionen de��

niert daher eine Pr�agarbe von OX �Moduln� Aus dem nachfolgenden Lemma A�	
folgt� da� diese Pr�agarbe eine Garbe ist� Sie wird mit PolOX

�M�N � bezeichnet
und hei�t der OX�Modul der Polynomabbildungen von M nach N �

e� Gem�a� Bemerkung A�
 a� gibt es f�ur jedes P � X einen kanonischen Homo�
morphismus uP � �PolOX

�M�N ��P � PolOP
�MP �NP ��

f� Ist q � N und Ni f�ur i � �� � � � � q ein OX�Modul� so besteht bzgl� des durch
die Projektionen kanonisch induziertenOX�Modulhomomorphismus folgende Iso�
morphie�

PolOX
�M�

qM
i��

Ni� ��
qM

i��

PolOX
�M�Ni�� �

A�
 Lemma

Sei �Ui�i�I eine o�ene �Uberdeckung von X� F�ur i � I sei fi � MjUi � NjUi eine
Polynomabbildung �uber OUi� und es gelte fijUi�Uj � fjjUi�Uj � Dann gibt es eine
eindeutig bestimmte Polynomabbildung f � M� N �uber OX� so da� f jUi � fi
f�ur i � I gilt�

Beweis�

Sei A eine OX �Algebra� Dann ist AjUi� i � I� eine OUi�Algebra� Folglich gibt es
f�ur i � I einen Morphismus von Garben von Mengen

�fi�AjUi � �M�OX
A�jUi �� MjUi �OUi

AjUi �� NjUi �OUi
AjUi �� �N �OX

A�jUi�

Wegen fijUi�Uj � fjjUi�Uj kann man die Morphismen �fi�AjUi verkleben� d� h� es
gibt einen Morphismus von Garben von Mengen fA � M� A � N � A mit
fAjUi � �fi�AjUi � Ist � � A � B ein OX�Algebrahomomorphismus� dann ist das
Diagramm ��� in De�nition A�� kommutativ� da das entsprechende Diagramm
f�ur die Abbildungen �fi�AjUi � �fi�BjUi � i � I kommutativ ist� Damit ist die Exi�
stenz gezeigt� Mit A�
 a� gilt �fA�P � �fP �AP

� ��fi�P �AP
f�ur P � Ui� woraus die

Eindeutigkeit von f folgt� �

��



A�� Bemerkung und Bezeichnung

a� Sei I eine nichtleere Menge und Mi ein OX�Modul f�ur i � I�
Q
i�I
Mi bzw�L

i�I
Mi bezeichne das direkte Produkt bzw� die direkte Summe der OX �Moduln

Mi� F�ur jede o�ene Teilmenge U von X gilt�M
i�I

Mi�U� �� �
M
i�I

Mi��U� �� �
Y
i�I

Mi��U� �
Y
i�I

Mi�U��

F�ur �xi�i�I �
Q
i�I
Mi�U� besteht die �Aquivalenz

�xi�i�I � �
M
i�I

Mi��U� � ��xi�P �i�I �
M
i�I

�Mi�P f�ur alle P � U�

�i �
Q
i�I
Mi �Mi� i � I� bezeichne die kanonische Projektion auf die i�te Kom�

ponente� Gilt speziell Mi � M f�ur alle i � I� so wird M�I� ��
L
i�I
Mi gesetzt�

& �M�I� �M sei dann der durch die kanonischen Abbildungen

&U �M�U��I� ��M�U�

�xi�i�I ���
X
i�I

xi�

U 
 X o�en� induzierte OX�Modulhomomorphismus�

b� Sei q � N� OX �T�� � � � � Tq� bzw� OX��T�� � � � � Tq�� bezeichne die Polynomalge�
bra bzw� die Algebra der formalen Potenzreihen �uber OX in den Unbestimmten
T�� � � � � Tq� Zur Vereinfachung der Notation wird im folgenden h�au�g von der
Schreibweise der Multi�Indizes Gebrauch gemacht� d� h� es wird

T � �T�� � � � � Tq�� k � �k�� � � � � kq� � �N��q�

T k � T k�
� � � � � � T kq

q � jkj �
qX

j��

kj

gesetzt� Damit gilt

OX�T � �
M

k��N��q

OXT
k �

M
d�N�

OX �T �d

OX��T �� �
Y

k��N��q

OXT
k �

Y
d�N�

OX�T �d

mit OX�T �d �
L

k��N� �q

jkj�d

OXT
k�

Gem�a� a� ist dann f�ur jede o�ene Teilmenge U von X

OX �T ��U� 
 OX��T ���U� � OX�U���T ���

��



d� h� jedes Element von OX�T ��U� ist eine formale Potenzreihe mit Koe�zienten
in OX�U�� und es gilt f�ur a �

P
k��N��q

rkT
k � OX�U���T ���

a � OX�T ��U� � aP � OP �T � f�ur alle P � U

� f�ur P � X ist �rk�P �  f�ur fast alle k � �N��q�

Wegen �M�OX�T ���U� 
M�U��O�U�OX��T ���U�� U 
 X o�en� folgt hieraus�
da� auch jedes Element aus �M�OX �T ���U� eine Darstellung als formale Po�
tenzreihe besitzt� d� h� f�ur v � �M� OX�T ���U� gibt es zu jedem k � �N��q

ein eindeutig bestimmtes yk � M�U�� so da� f�ur P � X �yk�P �  f�ur fast alle
k � �N��q und

v �
X

k��N��q
yk � T k

gilt�

Folgende kanonische OX �Modulhomomorphismen werden ben�otigt�

 die Projektion auf den k�ten Faktor� k � �N��q�

�k � OX ��T �� �� OXX
l��N��q

rlT
l ��� rk�

 die i�te Einbettung f�ur i � �� � � � � q�

�i � OX �� OX �T �

r ��� rTi�

 der Einsetzungshomomorphismus zu a�� � � � � aq � H��X�A��AOX�Algebra�

OX�T � �� A

Ti ��� ai� � � i � q�

�Der Einsetzungshomomorphismus ist als Verkn�upfung der HomomorphismenL
k��N��q

OXT
k Ti �ai��

L
k��N��q

OXa
k kan
�� A��N��q�

P
�� A wohlde�niert�� �

A�� Lemma

a� Seien f � PolOX
�M�N �� q � N und x�� � � � � xq � H��X�M�� Dann gibt es zu

jedem k � �N��q ein eindeutig bestimmtes yk � H��X�N �� so da� gilt�

�	



i� F�ur P � X ist �yk�P �  f�ur fast alle k � �N��q�

ii� Sind U 
 X o�en� AU eine OU �Algebra und a�� � � � � aq � H��U�AU�� dann ist

�f jU �AU
�x�jU � a� � � � �� xqjU � aq� �

X
k��N��q

ykjU � ak�

b� Seien m�n � N� Dann gilt

PolOX
�Om

X �O
n
X�
�� �H��X�OX �T�� � � � � Tm�

n� �als H��X�OX��Moduln��

PolOX
�Om

X �O
n
X�
�� OX �T�� � � � � Tm�

n �als OX�Moduln��

Beweis�

Gem�a� A�� b� gibt es zu jedem k � �N��q ein eindeutig bestimmtes Element
yk � H��X�N �� so da� f�ur P � X �yk�P �  f�ur fast alle k � �N��q und

�fOXT ��x� � T� � � � �� xq � Tq� �
X

k��N��q

yk � T k

gilt� Nach De�nition der Restriktionen folgt f�ur U 
 X o�en�

�f jU�OU T ��x�jU � T� � � � �� xqjU � Tq� �
X

k��N��q

ykjU � T k�

Der Einsetzungshomomorphismus Ti �� ai liefert dann die Behauptung�

b� e�� � � � � em bzw� e��� � � � � e
�
n bezeichne die kanonische Basis von H��X�Om

X � bzw
H��X�On

X�� Ist f � PolOX
�Om

X �O
n
X�� dann gibt es eindeutig bestimmte gj �

H��X�OX �T�� � � � � Tm��� j � �� � � � � n� so da� gilt �T � �T�� � � � � Tm���

fOXT ��e� � T� � � � �� em � Tm� �
nX

j��

e�j � gj �

Andererseits ist klar� da� man zu vorgegebenen gj � H��X�OX�T�� � � � � Tm��� j �
�� � � � � n eine Polynomabbildung fg������gn erh�alt� indem man f�ur ai � A� i �
�� � � � �m� �wobei A eine OX�Algebra sei� setzt

�fg������gn�A�
mX
i��

ei � ai� �
nX

j��

e�j � gj�a�� � � � � am��

O�ensichtlich sind die beiden Konstruktionen invers zueinander� �

A� De�nition

Sei q � N� Mi ein OX�Modul f�ur i � �� � � � � q� M ��
qL

i��
Mi� f � PolOX

�M�N �

und k � �k�� � � � � kq� � �N��q�

��



a� F�ur jedeOX �Algebra A sei �fk�A die Komposition folgender Homomorphismen
von Garben von Mengen�

M�A

kokan
qL

i��
�Mi �A�

�

qL
i��

�l� �i

qL
i��

�Mi �A�T ��

kokan

M�A�T �

�

fAT �

N �A�T �

�

�lN � �k

N �A

Aus der Konstruktion der Abbildungen �fk�A sieht man� da� f�ur Morphismen in
AlgOX

das Diagramm ��� in De�nition A�� kommutiert� Das hei�t� man erh�alt
eine Polynomabbildung von M nach N � die mit fk bezeichnet wird und die mul�
tihomogene Komponente vom Multigrad k�� � � � � kq �bzw� homogene Komponente
vom Grad k f�ur q � �� von f hei�t�

b� f hei�t multihomogen vom Multigrad k�� � � � � kq �bzw� homogen vom Grad

k f�ur q � ��� falls f � fk gilt� Pol
k������kq
OX

�M�N � bezeichne die Menge der mul�
tihomogenen Polynomabbildungen vom Multigrad k�� � � � � kq von M nach N �

Pol
k������kq
OX

�M�N � ist ein H��X�OX��Untermodul von PolOX
�M�N �� Analog wie

in A�� d� sieht man� da� man durch die Zuordnung U �� Pol
k������kq
OU

�MjU �NjU�

eine Garbe von OX�Moduln erh�alt� die mit Polk������kqOX
�M�N � bezeichnet wird�

�

Es ist zu beachten� da� die De�nition der multihomogenen Komponenten von der

vorgebenen Darstellung M �
qL

i��
Mi abh�angt�

��



A��� Bemerkung

Unter den Vorgaben von De�nition A�� folgt �wegen A�
 a�� f�ur P � X�

�fk�P � �fP �k�

Dies bedeutet� f ist multihomogen vom Grad k�� � � � � kq genau dann� wenn fP f�ur
alle P � X multihomogen vom Grad k�� � � � � kq ist� �

A��� Lemma

Sei q � N� Mi ein OX�Modul f�ur i � �� � � � � q� M ��
qL

i��
Mi und f �

PolOX
�M�N ��

a� Ist A eine OX �Algebra� U 
 X o�en und z � �M�A��U�� dann gilt�

fA�U��z� �
X

k��N��q

�fk�A�U��z��

insbesondere ist also f�ur P � U ��fk�A�U��z��P �  f�ur fast alle k � �N��q�

b� f ist genau dann multihomogen vom Multigrad k�� � � � � kq� falls f�ur jede OX�
Algebra A� zi � M�A und ai � A� i � �� � � � � q� gilt�

fA�a�z�� � � � � aqzq� � fA�z�� � � � � zq�� ak�

c� PolnOX
�M�N � ��

M
jkj�n

Pol
k������kq
OX

�M�N ��

PolnOX
�M�N � ��

M
jkj�n

Pol
k������kq
OX

�M�N ��

d� Seien t � N� Nj f�ur j � �� � � � � t� P OX �Moduln und N ��
tL

i��
Nj� Die

Polynomabbildungen fj �� �j 	 f � PolOX
�M�Nj� seien multihomogen vom

Grad �kj�� � � � � kjq�� j � �� � � � � t� und g � PolOX
�N �P� multihomogen vom Grad

�l�� � � � � lt�� Dann ist g 	f multihomogen vom Grad �n�� � � � � nq� mit ni ��
tP

j��
kjilj

f�ur i � �� � � � � q�

Beweis�

Die Aussagen folgen gem�a� Bemerkung A�� aus der Tatsache� da� sie nach �Ro�
in jedem Halm G�ultigkeit besitzen� �

A��� Bemerkung

Im allgemeinen istY
n�N�

PolnOX
�M�N � ��� PolOX

�M�N � ���
M
n�N�

PolnOX
�M�N ��

��



Beweis�

Nach �Ro� ist im allgemeinen
Q

n�N�
PolR�M�N� ��� PolR�M�N� ���

L
n�N�

PolR�M�N��

�

A��� Beispiel

Sei f eine multilineare Polynomabbildung von
qL

���
Mi nach N � Dann gilt gem�a�

A�� b��
fAT ��z� � T�� � � � � zq � Tq� � fA�z�� � � � � zq�� T� � � � � � Tq�

falls A eine OX�Algebra und zi � Mi � A� i � �� � � � � q� ist� Gem�a� A��� b� ist
f somit multihomogen vom Multigrad ��� � � � � ��� �

A��� De�nition

Sei f � PolOX
�M�N � und q � N� Die Polynomabbildung

'qf �Mq �� N � 'qf �� f 	
qX

i��

�i�

hei�t Polarisierung von f der Ordnung q� F�ur z�� � � � � zq � M�A �AOX�Algebra�
gilt also 'qf�z�� � � � � zq� � f�z� � � � �� zq�� �

A��	 Bemerkung

Sei n � N und f � PolnOX
�M�N �� Dann ist 'qf � PolnOX

�Mq�N � f�ur jedes q � N�
Gem�a� Lemma A��� c� gilt folglich�

�'qf�A�z� � � � � zq� �
X

k��N� �q

jkj�n

�'k
qf�A�z�� � � � � zq��

falls A eine OX�Algebra und z�� � � � � zq � M�A sind und 'k
qf �� �'qf�k gesetzt

wird�

Beweis�
qP

i��
�i ist ein OX �Modulhomomorphismus� nach A��
 also homogen vom Grad ��

Da f homogen vom Grad n ist� folgt die Behauptung nach A��� d� mit q �� t ��
�� M ��Mq� N ��M� P � N � �

A��
 Bemerkung

Sei n � N�� f � PolnOX
�M�N � und U 
 X o�en� Dann gibt es eine eindeutig

bestimmte homogene Polynomabbildung f�U� von M�U� nach N �U� vom Grad

�



n� so da� f�ur jede OX�Algebra A das folgende Diagramm kommutiert�

M�U��O�U�A�U� ���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

������
���
���
���
�

kan
�M�A��U�

N �U� �O�U�A�U� ���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����
����
���
���
��

kan
�N �A��U��

�
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
��
��
��
�

�
�
��
�
��
��
��
��
��
�
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Beweis�

Sei q � N� Nach A��� gilt 'qf � Poln�Mq�N � und gem�a� A��� c� folgt hieraus

'qf �
X
jkj�n

'k
qf�

Ist U 
 X o�en und sind x�� � � � � xq � M�U�� dann ergibt sich mit A��� b��

fOX T ��U��
qX

i��

xi � Ti� � �'qf�OX T ��U��x� � T�� � � � � xq � Tq�

�
X
jkj�n

�'k
qf��U��x�� � � � � xq�� T k�

Zun�achst wird nun die Eindeutigkeit gezeigt�
Sei also f�U� � PolO�U��M�U��N �U�� mit den geforderten Eigenschaften� Wegen
O�U��T � 
 OX�T ��U� folgt dann�

f�U�O�U�T ��
qX

i��

xi � Ti� � fOX T ��U��
qX

i��

xi � Ti�

�
X
jkj�n

�'k
qf��U��x�� � � � � xq�� T k�

Ist nun AU eine O�U��Algebra und ai � AU � i � �� � � � � q� dann ergibt sich mit
dem Einsetzungshomomorphismus O�U��T �� AU � Ti �� ai�

f�U�AU �
qX

i��

xi � ai� �
X
jkj�n

�'k
qf��U��x�� � � � � xq�� ak�

Damit ist die Eindeutigkeit bewiesen� Nun wird die Existenz gezeigt� Sei

 ��M � �
�� F

�
��M�U� �� 

eine Pr�asentation von M�U� und �ei�i�I eine Basis von F � Ist AU eine O�U��
Algebra� dann ist auch die Sequenz

M � �O�U� AU
���l
�� F �O�U� AU

���l
��M�U��O�U�AU �� 

��



exakt� Setzt man f�ur q � N und a�� � � � � aq � AU

ef �U�AU �
qX

j��

eij � aj� �
X
jkj�n

�'k
qf��U����ei��� � � � � ��eiq��� ak�

so erh�alt man eine Polynomabbildung ef�U� � PolO�U��F�N �U�� mit

'k
q�
ef�U���y�� � � � � yq� � �'k

qf��U����y��� � � � � ��yq��

f�ur y�� � � � � yq � F � Um zu zeigen� da� ef �U�AU kanonisch eine Abbildung f�U�AU
von M�U��O�U�AU nach N �U��O�U�AU induziert� gen�ugt es zu beweisen� da�

f�ur v� v� � F �O�U� AU mit v � v� � Kern�� � �l� gilt ef�U�AU �v� �
ef�U�AU �v

���
Wegen Kern�� � �l� � Bild�� � �l� gibt es ohne Einschr�ankung ein l � N� xj �
M �� aj� bj � AU und ej aus der Basis �ei�i�I� j � �� � � � � l� so da� gilt�

v� �
lX

j��

ej � aj� v � v� �
lX

j��

��xj�� bj�

Damit erh�alt man�

ef�U�AU �v� �
ef�U�AU �

lX
j��

ej � aj �
lX

j��

��xj�� bj�

�
X
jkj�l
jk�j�l

'k�k�

�l � ef �U���e�� � � � � el� ��x��� � � � � ��xl��� akbk
�

�
X
jkj�l

jk�j�l

�'k�k�

�l f��U����e��� � � � � ��el�� � 	 ��x��� � � � � � 	 ��xl��� akbk
�

�
X
jkj�l

�'k
l f��U����e��� � � � � ��el��� ak

� ef�U�AU �
lX

j��

ej � aj� � ef�U�AU �v
���

Die Abbildungen f�U�AU de�nieren eine Polynomabbildung
f�U� � PolO�U��M�U��N �U�� mit der geforderten Eigenschaft� �

A��� Lemma

Ein Morphismus geringter R�aume � � �X�OX�� �X ��OX �� induziert Funktoren

�� � OX�Mod�Pol �� OX ��Mod�Pol

M ��� ��M

f ��� ��f

��



� � � OX ��Mod�Pol �� OX�Mod�Pol

M� ��� � �M�

g ��� � �g�

Der Homomorphismus �M� OX ��Modul�

PolOX
�� �M��M� �� PolOX�

�M�� � �M�

g ��� ��g 	 �M�

ist bijektiv� Dabei bezeichne �M� die von dem kanonischen OX ��Modulhomomor�
phismus M� � ���

�M� induzierte Polynomabbildung�

Beweis�

Der Beweis wird so gef�uhrt� indem zun�achst gezeigt wird� da� die Aussagen f�ur
homogene Polynomabbildungen erf�ullt sind� Die Behauptungen f�ur beliebige Po�
lynomabbildungen ergeben sich hieraus in Verbindung mit Lemma A��� a��

F�ur f � PolOX
�M�N � wird ��f � PolOX�

���M� ��N � folgenderma�en de�niert�
Sei A� eine OX ��Algebra und U � 
 X � o�en� Es gilt�

���M��U ���OX��U
�� A

��U �� �M�����U ����OX��U
�� A

��U ��

��M�����U ����OX�����U ��� �OX��
���U ����OX��U

��A
��U ����

Gem�a� Bemerkung A��	 gibt es f�ur n � N� eine Abbildung

�fn���
���U ���OX�����U ����O

X��U ��
A��U �� �

���M��U ���OX��U
��A

��U �� �� ���N ��U ���OX��U
�� A

��U ���

die nach De�nition mit Restriktionen vertr�aglich ist� Durch �Ubergang zur asso�
ziierten Garbe wird ein Morphismus ���fn�A� � ��M �OX�

A� � ��N �OX�
A�

von Garben von Mengen induziert� Nach Konstruktion sieht man� da� f�ur diese
Abbildungen f�ur Morphismen inAlgOX

das Diagramm ��� in De�nition A�� kom�
mutativ ist� d� h� man erh�alt eine Polynomabbildung ��fn � PolOX�

���M� ��N ��
Mit Hilfe von Lemma A��� a� zeigt man leicht� da� f�ur P � � X � und z� �
���M�A���U �� gilt�

����fn�A��U
���z���P � �  f�ur fast alle n � N�� d� h�

���f�A��U
���z�� ��

X
n�N�

���fn�A��U
���z�� � ���N �A���U ��

ist nach A�� a� wohlde�niert�

�




Seien nun M��N � OX ��Moduln und g � PolOX�
�M��N ���

� �g � PolOX
�� �M�� � �N �� wird dann folgenderma�en de�niert� Sei A eine OX�

Algebra� n � N� und U 
 X o�en� F�ur V 
 X � o�en mit V � � �U� gibt es nach
Bemerkung A��	 eine Abbildung

�gn��V �A�U� �M
��V ��OX��V � A�U� �� N ��V ��OX��V � A�U��

Nach Konstruktion kommutiert dabei f�ur � �U� 
 V � 
 V o�en folgendes Dia�
gramm�

M��V ��OX��V � A�U� ���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����
����
���
���
��

�gn��V �A�U�
N ��V ��OX��V � A�U�

M��V ���OX��V
�� A�U� ���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�����
����
���
��
��

�gn��V ��A�U�
N ��V ���OX��V

�� A�U��
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resM
�

V V � ��l
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resN
�

V V � ��l

d� h� es gibt eine Abbildung

lim
��

V	��U�

�gn��V �A�U� � lim
��

V	��U�

M��V ��OX��V � A�U� �� lim
��

V	��U�

N ��V ��OX��V � A�U��

Diese Abbildungen sind mit Restriktionen vertr�aglich� d� h� sie induzieren einen
Morphismus von Garben von Mengen

�� �gn�A � � �M�OX
A �� � �N �OX

A�

F�ur Morphismen in AlgOX
ist dabei das diesen Morphismen entsprechende Dia�

gramm ��� in De�nition A�� kommutativ� d� h� man erh�alt eine Polynomabbil�
dung � �gn � PolOX

�� �M�� � �N ��� Analog wie oben sieht man� da� f�ur P � X und
z � �� �gn��U��z� gilt�

��� �gn�A�U��z��P �  f�ur fast alle n � N�� d� h�

�� �g�A�U��z� ��
X
n�N�

�� �gn�A�U��z� � �� �N � �OX
A��U�

ist nach A�� a� wohlde�niert�

Nach Konstruktion der Polynomabbildungen � �g bzw� ��f ist klar� da� � � bzw�
�� Funktoren sind�

Die Bijektivit�at der Abbildung h erh�alt man� indem man analog wie im Beweis
der entsprechenden Aussage f�ur Modulhomomorphismen vorgeht�

��



A��� Bemerkung

F�ur Morphismen �X�OX�
�� �X ��OX ��

�
� �X ���OX ��� geringter R�aume gilt�

�� 	 � �� � �����

�� 	 � �� � � ����

Beweis�

Die Behauptung ist nach Konstruktion der Polynomabbildungen �� 	 � ��f bzw�
����f f�ur f � PolOX

�M�N � und �� 	 � ��g bzw � ���g f�ur g � PolOX
�M���N ���

�M���N �� OX ���Moduln� leicht zu veri�zieren� �

A�� Satz

a� Sei f � PolR�M�N�� q � N und x�� � � � � xq � M � Dann gibt es zu jedem
k � �N��q ein eindeutig bestimmtes Element yk � N � so da� gilt�

i� yk �  f�ur fast alle k � �N��q�

ii� fA�x� � a� � � � �� xq � aq� �
P

k��N��q
yk � ak f�ur alle a�� � � � � aq � A und jede

R�Algebra A�

b� Sei M frei� q � N und x� � � � � xq eine Basis von M � und zu jedem k � �N��q sei
ein Element yk � N gegeben� so da� yk �  gilt f�ur fast alle k� Dann wird durch
a� ii� eine Polynomabbildung von M nach N de�niert�

Beweis�

Vgl� �Ro�� I��� �

A��� Satz

Ist S 
 R eine multiplikative Teilmenge und bezeichnet h � PolR�M�N�S �
PolRS

�MS � NS� den durch h�f
s
� �� �

s
fRS

y f�ur f � PolR�M�N� und s � S de�nier�
ten RS �Modulhomomorphismus� dann gilt�

a� h ist injektiv� falls M endlich erzeugt ist�

b� h ist bijektiv� falls M endlich pr�asentierbar ist�

Beweis�

Es wird der Beweis der entsprechenden Aussage f�ur die Modulhomomorphis�
men �vgl� �Ku�� Kap�IV� ���� auf die Polynomabbildungen �ubertragen� Sei
fm�� � � � �mqg ein Erzeugendensystem von M und  � K � Rq 	

� M � 
die zugeh�orige Pr�asentation�

yf induziert kanonisch eine Polynomabbildung fRS � PolRS �MS � NS�� indem man f�ur jede
RS�Algebra A setzt �fRS �A � fA�

��



a� Sei f � PolR�M�N� und s � S mit f

s
� Kernh� Gem�a� A��� gilt�

fRT ��
qX

i��

mi � Ti� �
X

k��N��q

yk � T k

mit yk � N und yk �  f�ur fast alle k � �N��q� Wegen
fRS �T 	

s
�  bedeutet dies

yk
s

�  f�ur alle k� Folglich gibt es ein s� � S mit s�yk �  f�ur alle k� d� h� man

erh�alt s�f �  �A���� und damit f

s
� �

b� Sei fz�� � � � � zlg ein Erzeugendensystem von K und g � PolRS
�MS� NS�� Dann

gilt�

gRST ��
qX

i��

mi

�
� Ti� �

X
k

y�k � T k

mit y�k � NS und y�k �  f�ur fast alle k� Folglich gibt es ein s � S mit y�k � yk
s
f�ur

alle k� Sei nun �g � Rq � N die durch

�gRqT ��
qX

i��

ei � Ti� ��
X
k

yk � T k

gem�a� A��� eindeutig de�nierte Polynomabbildung �e�� � � � � eq bezeichne die Basis
der Einheitsvektoren von Rq�� Damit ist folgendes Diagramm von Polynomabbil�
dungen kommutativ�

Rq
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

������
����
��
���
�

�g
N

M ���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����
����
���
���
��

kan
MS

���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����
����
���
���
��

sg
NS�
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�
��
�
��
�
��
�
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�
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�
�

kan

Sei nun A �� R�T�� � � � � Tq� T ��� � � � � T
�
l � und

�gA�
qX

i��

ei � Ti �
lX

j��

zj � T �j� �
X
k�k�

�yk�k� � T kT �k
�

mit �yk�k� � N und �yk�k� �  f�ur fast alle k� k�� Aus der Kommutativit�at des obigen
Diagramms folgt�

X
k�k�

�yk�k�

�
� T kT �k

�

� �sg�AS 	 kanA 	 �A�
qX

i��

ei � Ti �
lX

j��

zj � T �j�

� �sg�AS�
qX

i��

mi

�
� Ti�

�	



�
X
k

yk
�
� T k�

Dies bedeutet� es gibt ein s� � S mit

s��yk�k� �

�
s�yk f�ur k� � 
 sonst

f�ur alle k� k�� Folglich erh�alt man f�ur jede R�Algebra B wegen M �RB �� �Rq �R

B���K �RB� eine wohlde�nierte Abbildung �s��g�B �M �RB � N �RB� indem
man

�s��g�B�
qX

i��

mi � ai� �
X
k

s�yk � ak

f�ur a� � � � � aq � R setzt� Die Abbildungen �s��g�B liefern eine Polynomabbildung
f � s��g � PolR�M�N�� wobei gilt h� f

ss�
� � g� Damit ist die Surjektivit�at von h

gezeigt� �

A��� Satz

a� e � R�Mod�Polz � �R�Mod�Pol ist ein volltreuer Funktor�

b� Ist M endlich pr�asentierbar� dann gilt�

�PolR�M�N� �� Pol �R� �M� �N��

Beweis�

Es werden die Beweise der Aussagen f�ur die Modulhomomorphismen �vgl� �G�D��
chap I� ���
���� ���
��� und ���
���� �ii�� auf Polynomabbildungen �ubertragen�

a� Sei f � PolR�M�N� und A eine �R�Algebra� F�ur s � R ist A�D�s�� eine Rs�
und damit auch eine R�Algebra� Folglich gibt es eine Abbildung

fA�D�s�� � M �R A�D�s�� �� N �R A�D�s��
ko ko

Ms �Rs A�D�s�� Ns �Rs A�D�s��
ko ko

�M �D�s�� � �R�D�s�� A�D�s�� �N�D�s�� � �R�D�s�� A�D�s���

und f�ur s� � R mit D�s�� 
 D�s� kommutiert das Diagramm

M �R A�D�s�� ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����
����
���
���
�� N �R A�D�s��

M �RA�D�s��� ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����
����
���
���
�� N �R A�D�s����
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zR�Mod�Pol bezeichne die Kategorie der R�Moduln mit den Polynomabbildungen als
Morphismen�

��



Da die Mengen D�s�� s � R� eine Basis der Topologie von SpecR bilden� erh�alt
man somit einen Morphismus von Garben von Mengen �vgl� �G�D�� chapt �
�
���
��

�fA � �M � �RA �� �N � �R A

�nach �Ubergang zur assoziierten Garbe�� Aus der Konstruktion dieser Morphis�
men ist ersichtlich� da� das Diagramm ��� in De�nition A�� f�ur Morphismen in
AlgOX

kommutiert� d� h� es wird eine Polynomabbildung �f � �M � �N induziert�

Ist nun p � SpecR und A eine Rp�Algebra und bezeichnet eA die durch A indu�
zierte Wolkenkratzergarbe� so gilt�

� �fp�A � lim
��
p�U

�f eA�U� � lim
��

p�D�s�

�f eA�D�s�� � lim
��

p�D�s�

�f eA�D�s��
� �fRp

�A�

d� h� �fp � fRp
�

Ist P ein weiterer R�Modul� und g � PolR�N�P �� so erh�alt man hiermit�

��g 	 f�p � �g 	 f�Rp
� gRp

	 fRp
� �gp 	 �fp f�ur alle p � SpecR�

also �g 	 f � �g 	 �f � Damit ist gezeigt� da� e ein Funktor ist� Es bleibt noch zu
veri�zieren� da� e volltreu ist� d� h� es ist zu beweisen� da� die durch f �� �f de��
nierte Abbildung von PolR�M�N� in Pol �R�

�M� �N� bijektiv ist� Dazu wird zun�achst
folgenderma�en eine Abbildung von Pol �R�

�M� �N� nach PolR�M�N� de�niert� Sei
g � Pol �R�

�M� �N� und A eine R�Algebra� Da �A eine �R�Algebra ist� gibt es einen
Morphismus von Garben von Mengen

g �A � �M � �R
�A�� �N � �R

�A
ko ko
�M �R A �N �R A�

Der globale Schnittfunktor " liefert dann eine Abbildung "�g �A� � M �R A �
N�RA� und somit� wie man sofort sieht� eine Polynomabbildung "�g� � M � N �
Dadurch wird eine Abbildung " � Pol �R�

�M� �N� � PolR�M�N� de�niert� Nach
Konstruktion von �f f�ur f � PolR�M�N� gilt o�ensichtlich "� �f � � f � Sei�
en nun g � Pol �R�

�M� �N� und f �� "�g� � PolR�M�N�� F�ur s � R gilt
"�gjD�s�� � PolRs�Ms� Ns�� und das folgende Diagramm von Polynomabbildun�
gen kommutiert�

M ���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�����
���
���
���
��

f
N

Ms
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

������
���
���
���
�

"�gjD�s��
Ns�

�
��
�
��
�
��
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��
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��
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��
�
��
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Wegen der Eigenschaften von Polynomabbildungen folgt hieraus� "�gjD�s�� � fRs�

Gem�a� Konstruktion von �f bedeutet dies �f � g� also g"�g� � g�

b� Gem�a� A�� d� gilt f�ur U 
 X o�en�

Pol �R� �M� �N��U� � Pol �RjU �
�M jU � �N jU��

Da M endlich pr�asentierbar ist� folgt hieraus f�ur D�s�� s � R� nach a� und Satz
A���

Pol �R� �M� �N��D�s�� � Pol �RjD�s�
� �M jD�s�� �N jD�s��

�� PolRs�Ms� Ns� �a��

�� �PolR�M�N��js �A����

�� �PolR�M�N��D�s���

Da diese Isomorphismen mit Restriktionen vertr�aglich sind und D�s�� s � R�
eine Basis der Topologie von SpecR bilden� erh�alt man die Behauptung� �

A��� De�nition

Sei f � PolOX
�M�N � und n � N� Die durch

�Dnf�A�z� z
�� ��

X
q��

�'q�n
� f�A�z� z

��

f�ur z� z� � M�OX
A� A OX�Algebra� de�nierte Polynomabbildung Dnf � M�

M � N hei�t n�te Ableitung oder n�tes Di�erential von f an der Stelle z in
Richtung z�� �

A��� Bemerkung

a� F�ur f � PolOX
�M�N� gilt�

�Dnf�P � Dn�fP � f�ur P � X

und� falls f homogen ist

Dnf�U� � Dn�f�U�� f�ur U 
 X o�en �vgl� A��	��

b� Ist � � �X�OX�� �X ��OX �� ein Morphismus geringter R�aume und f bzw� g ein
Morphismus in OX�Mod�Pol bzw� OX ��Mod�Pol� dann gilt f�ur k � �N��q� n� q �
N�

���fk� � ���f�k�

� ��gk� � �� �g�k�

��



���D
nf� � Dn���f��

� ��Dng� � Dn�� �g��

Beweis�

Die Behauptungen sind nach Konstruktion der Funktoren �� und � � bzw� nach
De�nition der multihomogenen Komponenten und des Di�erentials klar� �

A��� Bemerkung

Seien f � PolOX
�M�N � und n � N�

a� Gem�a� Lemma A��� a� gilt f�ur z� z� � M�A� A OX�Algebra�

f�z � z�� � '�f�z� z
�� �

�X
n��

Dnf�z� z���

b� F�ur m � N� und f � PolmOX
�M�N � ist Dnf gem�a� Bemerkung A��� die

bihomogene Komponente vom Grad �m � n� n� von '�f f�ur m � n und die
Nullabbildung f�ur m � n�

c� Sei z � H��X�M�� O�ensichtlich sind Dn
z f � Dnf��� z� � M � N

und Dnf�z��� � M � N Polynbomabbildungen� wobei Dnf��� z� homo�
gen vom Grad n ist� F�ur m � N� und f � PolmOX

�M�N � gilt gem�a� b�
Dzf

x � Polm�nOX
�M�N � f�ur m � n und f �  f�ur m � n� Weiter ist Dz �

PolOX
�M�N �� PolOX

�M�N � ein H��X�OX��Modulhomomorphismus� �

A��	 Satz

Seien f � PolOX
�M�N � und m�n � N� F�ur z� z�� z�� � M� A� A OX�Algebra�

gilt�

a� Dn
z�D

m
z� f�z� �

�
n�m
n

�
Dn�m

z� f�z��

b� Dn
z��D

m
z� f�z� � Dm

z�D
n
z��f�z��

c� D�g 	 f��z� z�� � Dg�f�z��Df�z� z���� wobei P ein weiterer OX�Modul und
g � PolOX

�N �P� sei �Kettenregel��

d� D�g �f��z� z�� � f�z�Dg�z� z��� g�z�Df�z� z�� f�ur g� f � PolOX
�M� �Produkt�

regel��

e� Df�z� z� � nf�z� f�ur f � PolnOX
�M�N � �Eulersche Di�erentialgleichung��

Beweis�

Gem�a� �Ro� gelten die entsprechenden Aussagen f�ur Polynomabbildungen �uber
Ringen� Nach A��
 gelten die Behauptungen also in jedem Halm und damit auch
global� �

xDf � D�f

�



A��
 De�nition

Ein Paar �f�Df� bestehend aus Abbildungen f �M � N und Df �M�M � N
hei�t kubische Abbildung� falls f�ur alle r � R� x� y �M gilt�

�� Die Abbildung Df��� x� � M � N ist quadratisch� und die Abbildung
Df�x��� � M � N ist linear�

�� f�rx� � r�f�x��


� f�x� y� � f�x� �Df�x� y� �Df�y� x� � f�y��

�� Df�x� x� � 
f�x��

Es wird Dyf�x� �� Df�x� y� und DzDyf�x� �� DDyf�x� z�gesetzt� wobei DDyf
die Bilinearisierung der quadratischen Abbildung Dyf bezeichne� �

A��� Satz

Sei �f�Df� eine kubische Abbildung und R� eine �unit�are� kommutative� asso�
ziative� R�Algebra� Dann gibt es eine eindeutig bestimmte kubische Abbildung
�f ��Df �� vonM�RR

� nach N�RR
�� so da� die folgenden Diagramme kommutativ

sind�

M �������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�����
����
���
��
��

f
N

M �R R
�

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����
����
���
���
��

f �

N �R R
��

�
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
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�
��
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��
��
��
��
��
�

�
�
��
�
��
��
��
��
��
�

kan

M �M ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�����
����
���
��
��

Df
N

M �R� �M �R�
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����
����
���
���
��

Df �

N �R��

�
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
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��
�
��
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��
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��
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�
�
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�
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�

kan

Beweis�

Aus �� von De�nition A��	 folgt� da� DDf in jedem der drei Argumente linear
ist� Weiter gilt f�ur x�� x�� x� �M �

f�x� � x� � x�� � f�x�� �Dx�f�x� � x�� �Dx��x
f�x�� � f�x� � x��

� f�x�� �Dx�f�x�� �Dx�f�x�� �Dx�Dx�f�x�� �Dx�f�x��

�Dx
f�x�� � f�x�� �Dx�f�x�� �Dx
f�x�� � f�x���

Wegen f�x� � x� � x�� � f�x���� � x���� � x����� impliziert dies Dx�Dx�f�x�� �
Dx����Dx����f�x����� f�ur jede Permutation � � S�� Zun�achst wird die Eindeutigkeit
gezeigt� Sei also �f ��Df �� eine kubische Abbildung von M �R� nach N �R� mit
den geforderten Eigenschaften� Dann gilt f�ur m�n � N� ri� r�j � R�� ui� u

�
j � M

f�ur i � �� � � � � n� j � �� � � � �m�

Df ��
nX
i��

ui � ri�
mX
j��

u�j � r�j� �
nX
i��

mX
j��

r�i r
�
jDu�

j
f�ui� �

nX
i�k��
i�k

mX
j��

rirkr
�
jDukDu�

j
f�ui��

��



f ��
nX
i��

ui � ri� �
nX
i��

r�i f�ui� �
nX

i�j��
i
�j

rir
�
jDuif�uj� �

nX
i�j�k��
i�j�k

rirjrkDuiDujf�uk��

Damit ist die Eindeutigkeit bewiesen� Die Existenz wird zun�achst f�ur den Fall
gezeigt� da� M ein freier Modul ist� Sei �ei�i�I eine Basis von M � Durch

Df ��
nX

k��

eik � rk�
mX
j��

eij � r�j�

��
nX

k��

mX
j��

r�kr
�
jDeij

f�eik� �
nX

l�k��
l�k

mX
j��

rkrlr
�
jDeil

Deik
f�eij� und

f ��
nX

k��

eik � rk� ��
nX

k��

r�kf�eik� �
nX

k�j��
k 
�j

rkr
�
jDeik

f�eij� �
nX

l�j�k��
l�j�k

rlrjrkDeil
Deij

f�eik�

f�ur m�n � N und rk� r
�
j � R� f�ur k � �� � � � � n� j � �� � � � �m werden Abbildungen

f � � M �R� � N �R� und Df � � M �R��M �R� � N �R� de�niert� Es bleibt
zu zeigen� da� �f ��Df �� eine kubische Abbildung ist� da die Vertr�aglichkeitsbe�
dingung mit �f�Df� nach De�nition klar ist� Seien dazu u� v� w� z �M �R� und
r� r� � R� vorgegeben� Ohne Einschr�ankung gibt es dann ein n � N� Basisvekto�

ren e�� � � � � en und ai� bi� ci� di � R� f�ur i � �� � � � � n� so da� gilt� u �
nP
i��

ei � ai�

v �
nP
i��

ei � bi� w �
nP
i��

ei � ci� z �
nP
i��

ei � di� Nach De�nition folgt unmittelbar�

f ��ru� � r�f ��u�� Df ��ru� v� � r�Df ��u� v��

Weiter erh�alt man�

Df ��u� rv � r�w� � Df ��
nX
i��

ei � ai�
nX
i��

ei � �rbi � r�ci��

�
nX

k�j��

a�k�rbj � r�cj�Dejf�ek� �
nX

l�k�j��
l�k

alak�rbj � r�cj�DelDekf�ej�

� rDf ��u� v� � r�Df ��u�w��

DDuf
��rv � r�w� z� � Duf

��rv � r�w � z��Duf
��rv � r�w��Duf

��z�

� Df ��
nX
i��

ei � �rbi � r�ci � di��
nX
i��

ei � ai�

�Df ��
nX
i��

ei � �rbi � r�ci��
nX
i��

ei � ai�

�Df ��
nX
i��

ei � di�
nX
i��

ei � ai�

�
nX

k�j��

��rbk � r�ck � dk�
� � �rbk � r�ck�

� � d�k�ajDejf�ek�

��



�
nX

l�k�j��
l�k

��rbl � r�cl � dl��rbk � r�ck � dk�� �rbl � r�cl��rbk � r�bk�� dldk�aj

DelDekf�ej�

� rDDuf
��v� z� � r�DDuf

��w� z�

wegen

�rbk � r�ck � dk�
� � �rbk � r�ck�

� � d�k � r�bkdk � r��ckdk

� r��bk � dk�
� � b�k � d�k� � r���ck � dk�

� � c�k � d�k�

und

�rbl � r�cl � dl��rbk � r�ck � dk�� �rbl � r�cl��rbk � r�ck�� dldk

� rbldk � r�cldk � rbkdl � r�ckdl � r�bldk � bkdl� � r��cldk � ckdl�

� r��bl � dl��bk � dk�� blbk � dldk� � r���cl � dl��ck � dk� � clck � dldk��

Damit sind die Eigenschaften �� und �� gezeigt� Mit den Voraussetzungen

f�ek� � Dekf�ek� und �Dekf�ej� � DejDekf�ej� folgt weiter�

f ��u� v� � f ��
nX
i��

ei � �ai � bi��

�
nX

k��

�ak � bk�
�f�ek� �

nX
k�j��
k 
�j

�ak � bk��aj � bj�
�Dekf�ej�

�
nX

l�j�k��
l�j�k

�al � bl��aj � bj��ak � bk�DelDejf�ek�

�
nX

k��

�a�k � 
a�kbk � 
akb
�
k � b�k�f�ek�

�
nX

k�j��
k 
�j

�aka
�
j � �akajbj � akb

�
j � bka

�
j � �bkajbj � bkb

�
j �Dekf�ej�

�
nX

l�j�k��
l�j�k

�alajak � alajbk � albjak � albjbk � blajak � blajbk � blbjak � blbjbk�

DelDejf�ek�

�
nX

k��

�a�k � b�k�f�ek� �
nX

k�j��
k 
�j

�aka
�
j � bkb

�
j�Dekf�ej�

�
nX

l�j�k��
l�j�k

�alajak � blbjbk�DelDejf�ek�

�
nX

k��

�a�kbk � akb
�
k�Dekf�ek� �

nX
k�j��
k 
�j

�akb
�
j � bka

�
j �Dekf�ej�

�




�
nX

k�j��
k 
�j

�akajbj � bkajbj�DejDekf�ej�

�
nX

l�j�k��
l�k� j 
�l�k

�alakbj � blbkaj�DelDejf�ek�

� f ��u� � f ��v� �
nX

k�j��

�a�kbj � bka
�
j �Dekf�ej�

�
nX

l�k�j��
l�k

�alakbj � blbkaj�DelDekf�ej�

� f ��u� � f ��v� �Dvf
��u� �Duf

��v��

Df ��u� u� � Df ��
nX
i��

ei � ai�
nX
i��

ei � ai�

�
nX

k�j��

a�kajDejf�ek� �
nX

l�k�j��
l�k

alakajDelDekf�ej�

�
nX

k��

a�kDekf�ek� �
nX

k�j��
k 
�j

a�kajDejf�ek� �
nX

l�k��
l
�k

a�l akDelDekf�el�

�
nX

l�k�j��
l�k� j 
�l�k

alakajDelDekf�ej�

�
nX

k��


a�kf�ek� �
nX

k�j��
k 
�j


a�l akDekf�el� �
nX

l�k�j��
l�j�k


alajakDelDekf�ej�

� 
f�u��

Damit sind auch die Eigenschaften 
� und �� bewiesen� d� h� �f ��Df �� ist eine

kubische Abbildung� Sei nun M ein beliebiger R�Modul und  � M � �
� F

�
�

M �  eine Pr�asentation von M � Dann ist die durch den Basiswechsel mit R�

induzierte Sequenz M � � R�
��

�� F � R� ��
�� M � R� ��  exakt� Setzt man

�f �� f 	 � und D �f �� Df 	 �� � ��� so ist � �f�D �f � o�ensichtlich eine kubische
Abbildung von F nach N � Da F frei ist� induziert � �f�D �f � also eindeutig eine
kubische Abbildung � �f ��D �f �� von F�R� nach N�R�� Um zu zeigen� da� � �f ��D �f ��
kanonisch eine kubische Abbildung von M � R� nach N � R� induziert� gen�ugt
es wegen M �R� �� F �R��Kern �� zu beweisen� da� f�ur alle u� u�� v� v� � F �R�

mit u� u�� v � v� � Kern �� gilt�

�f ��u� � �f ��u�� und D �f ��u� v� � D �f ��u�� v���

��



Wegen Kern �� � Bild �� gibt es ohne Einschr�ankung ein n � N� xi �M �� ei � F �
und ai� bi� ci� di � R� f�ur i � �� � � � � n� so da� gilt�

u� �
nX
i��

ei � ai� v� �
nX
i��

ei � bi�

u� u� �� w �
nX
i��

��xi�� ci� v � v� �� z �
nX
i��

��xi�� di�

Damit erh�alt man�

D �f ��u� v� � D �f ��u� � w� v� � z�

� D �f ��u�� v�� �DDv�
�f ��u�� w� �D �f ��w� v��

�D �f ��u�� z� �DDz
�f ��u�� w� �D �f ��w� z�

� D �f ��u�� v�� �
nX

i�j�k��

aibjckD��ei�D��ej�f�����xk���

�
nX

i�j��

bic
�
jDf�����xj��� ��ei�� �

nX
i�j�k��
i�k

cickbjD����xk��D��ej�f�����xi���

�
nX

i�j��

dia
�
jDf���ej�� ����xi��� �

nX
i�j�k��
i�k

aiakdjD��ek�D����xj��f���ei��

�
nX

i�j�k��

aicjdkD��ek�D����xj��f�����xi���

�
nX

i�j��

dic
�
jDf�����xj��� ����xi��� �

nX
i�j�k��

cickdjD����xk��D����xj��f�����xi���

� D �f ��u�� v���

Analog ergibt sich �f ��u� � �f ��u��� Damit ist alles bewiesen� �

A��� Satz

Durch die Zuordnung f �� �f�Df� wird ein Isomorphismus von der Menge der
homogenen Polynomabbildungen vom Grad 
 von M nach N in die Menge der
kubischen Abbildungen von M nach N de�niert�

Beweis�

Ist f eine homogene Polynomabbildung vom Grad 
 vonM nach N � so sieht man
leicht� da� das Paar �f�Df� die Eigenschaften �� bis �� von De�nition A��	 erf�ullt�
d� h� �f�Df� ist eine kubische Abbildung� Ist andererseits �f�Df� eine kubische
Abbildung� so induziert �f�Df� gem�a� Satz A��� f�ur jeden Basiswechsel R��R
eine kubische Abbildung von M � R� nach N � R�� wobei gem�a� Konstruktion
f�ur R�Algebrahomomorphismen R� � R�� die zu R� bzw� R�� geh�origen kubischen
Abbildungen in der �ublichen Weise vertr�aglich sind� d� h� man erh�alt eine Poly�

��



nomabbildung von M nach N � Die Eigenschaften homogener Polynomabbildun�
gen vom Grad 
 bzw� kubischer Abbildungen liefern� da� die obigen Zuordnungen
invers zueinander sind� O�ensichtlich sind sie auch R�linear� �

A�� De�nition

Ein Paar �f�Df� bestehend aus Morphismen von Garben von Mengen f �M�
N undDf �M�M�N hei�t kubische Abbildung� falls �f�U��Df�U�� f�ur jede
o�ene Teilmenge U von X eine kubische Abbildung ist� Eine kubische Abbildung
von M nach OX hei�t kubische Form� �

A��� Bemerkung

Sei �f�Df� eine kubische Abbildung vonM nach N � Ist A eine OX �Algebra und
U 
 X o�en� so induziert �f�U��Df�U�� nach A��� eine kubische Abbildung
�f�U�A�U��Df�U�A�U��� die nach Konstruktion mit den Restriktionen vertr�aglich
ist� Durch �Ubergang zur assoziierten Garbe wird weiter eine kubische Abbildung
von M�OX

A nach N �OX
A induziert� wobei nach Konstruktion klar ist� da�

f�ur OX �Algebrahomomorphismen A� A� die zu A bzw� A� geh�origen kubischen
Abbildungen in der �ublichen Weise vertr�aglich sind� d� h� �f�Df� induziert eine
Polynomabbildung von M nach N � die homogen vom Grad 
 ist� Analog folgt�
da� jede quadratische Abbildung eine homogene Polynomabbildung vom Grad �
induziert� �

A��� Satz

Die Mengen der

konstanten Morphismen von M nach N und Pol�OX
�M�N �

multilinearen Morphismen von M nach N und Pol�������OX
�M�N �

quadratischen Abbildungen von M nach N und Pol�OX
�M�N �

kubischen Abbildungen von M nach N und Pol�OX
�M�N �

sind als OX�Moduln jeweis kanonisch isomorph�

Beweis�

Gem�a� A�� a��b� und A�
 induzieren konstante bzw� multilineare bzw� quadra�
tische Abbildungen �multi�homogene Polynomabbildungen des entsprechenden
Grades� Andererseits liefert eine homogene Polynomabbildung gem�a� Bemerkung
A��	 f�ur jede o�ene Teilmenge U von X eine homogene Polynomabbildung des
gleichen Grades von M�U� nach N �U�� die dann einer Abbildung des geforder�
ten Typs entspricht �A���� �Ro��� Da� die beiden Zuordnungen invers zueinander
sind� folgt� da die Zuordnungen der entsprechenden Mengen in jedem Halm invers
zueinander sind� �

�	



A��� De�nition

Seien f � PolOX
�M� und x� y� z � M�A� A OX�Algebra und fA�z� sei inver�

tierbar� Dann hei�t

DxDy log f�z� �� f�z����f�z�DxDyf�z��Dxf�z�Dyf�z��

logarithmische Ableitung von f nach x und y an der Stelle z� �

A��� Bemerkung

Sei f � PolOX
�M� und z � H��X�OX��� Dann ist die Polynomabbildung

DD log f�z� �M�M�N eine symmetrische Bilinearform�

Beweis�

Die Behauptung folgt aus A��� b� und A��� c�� �

��
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