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Einleitung

Als Albert-Algebren iiber einem Koérper k werden die endlich-dimensionalen
zentral-einfachen exzeptionellen Jordan-Algebren tiber £ bezeichnet. Diese sind
mit den Formen der zerfallenden Albert-Algebra Hs(Zor(k)) identisch, wobei
Zor(k) die Algebra der Zornschen Vektormatrizen, also die zerfallende Oktonio-
nenalgebra iiber k bezeichne. Unter einer Form von Hs(Zor(k)) versteht man
dabei eine Jordan-Algebra J iiber k, deren Erweiterung J @; k zum algebrai-
schen AbschluBl & von k isomorph zu der zerfallenden Albert-Algebra Hs(Zor(k))
iiber k ist. Albert-Algebren stehen in engem Zusammenhang mit Azumaya-, d.
h. assoziativen zentral-einfachen, Algebren vom Grad 3 tber k. Dies wird an-
hand zweier von J. Tits gefundenen Konstruktionen von Albert-Algebren deut-
lich, die zunéchst von Tits nur im Fall char k& # 2 definiert (vgl. [J1]), spater aber
von McCrimmon unabhéngig von der Charakeristik ([M1]) formuliert wurden.
In der ersten dieser sogenannten Tits-Konstruktionen geht man dabei von einer
Azumaya-Algebra A iiber k£ vom Rang 3 aus und definiert mit Hilfe der Adjunk-
ten, der reduzierten Norm und Spur von A und eines invertierbaren Skalars aus
k eine Jordan-Struktur auf dem k-Vektorraum A & A & A, und in der zweiten
Tits-Konstruktion legt man ein Paar (B, *) zugrunde, wobei B eine Azumaya-
Algebra tiber einem Koérper K vom Grad 3 und * eine Involution zweiter Art
auf B ist, so dal k der Fixkorper von #|g ist, und definiert dann mit Hilfe der
Adjunkten, der reduzierten Norm und Spur von B, der Involution * und eines
invertierbaren Elements aus H(B,*) bzw. k eine Jordan-Struktur auf dem k-
Vektorraum H(B,*) & B. McCrimmon zeigte, dal man eine Albert-Algebra, die
eine Unteralgebra der Form AT bzw. H(B,*), A, H(B,*) wie eben beschrie-
ben, enthélt, als erste Tits-Konstruktion aus A bzw. zweite Tits-Konstruktion
aus H(B,x*) erhédlt, und daf in jeder Albert-Algebra eine Unteralgebra der Form
AT oder H(B,*) als Unteralgebra enthalten ist. Jede Albert-Algebra iiber ei-
nem Korper k ist folglich eine erste oder zweite Tits-Konstruktion. Basierend
auf der zweiten Tits-Konstruktion wurde dann von Petersson und Racine [P-R1]
der Tits-Prozefl definiert, der die erste und zweite Tits-Konstruktion als Spezi-
alfille enthalt, und mit dem aus Algebren allgemeineren Typs Jordan-Algebren
konstruiert werden kénnen. Der Tits-Prozefl spielt in der Theorie der Jordan-
Algebren eine der Cayley-Dickson-Verdopplung in der Theorie der alternativen
Algebren vergleichbare Rolle, denn Petersson und Racine [P-R2] bewiesen, daf
alle einfachen Jordan-Algebren vom Grad 3 iiber einem Koérper £ bis auf einige
Ausnahmen im Fall char k& = 3 durch mehrfache Anwendung des Tits-Prozesses
aus k1 konstruiert werden kénnen.

Die Hauptergebnisse dieser Arbeit lassen sich nun folgendermaflen beschreiben.
Zunichst wird analog der Vorgehensweise von Petersson [P] bei der Cayley-
Dickson-Verdopplung der Tits-Prozefl auf geringte Rédume tibertragen, wobei
durch die hier betrachtete Situation auch iiber affinen Schemata, also iiber Rin-



gen, eine Verallgemeinerung des urspriinglichen Tits-Prozesses erzielt wird. Dann
wird gezeigt, dafl jede Albert-Algebra tiber einem Schema (X, Oy), die eine Un-
teralgebra der Form A* oder H(B, *) enthilt, wobei A eine O x-Azumaya-Algebra
vom konstanten Rang 9 und (B, *) eine O -Azumaya-Algebra vom konstanten
Rang 9 mit einer Involution * ist, so dal H(O%, *) = Ox gilt, und O% eine lokal
freie Ox-Algebra vom Rang 2 ist, ein Tits-Prozef ist. Als Anwendungen ergeben
sich insbesondere explizit exzeptionelle Jordan-Algebren tiber Ringen.

Im wesentlichen umfassen die einzelnen Paragraphen folgenden Inhalt.

In Paragraph 1 werden zunéchst die Begriffe Jordan-Algebra, Albert-Algebra und
kubische Form mit Adjunkter und Basispunkt iiber geringten Raumen definiert.
Aus dem entsprechenden Satz tiber Ringen wird gefolgert, daf eine kubische Form
(N, #,1) mit Adjunkter und Basispunkt auf dem unterliegenden Ox-Modul eine
Jordan-Algebra-Struktur induziert. Die entsprechende Jordan-Algebra wird mit
J(N,#,1) bezeichnet. Weiter wird bewiesen, daf} fiir eine Albert-Algebra J =
J(N,#,1) iiber einem lokal geringten Raum X (N, #, 1) eindeutig bestimmt ist.
Zuletzt wird mit Hilfe des treuflachen Abstiegs gezeigt, dafl es zu einer Albert-
Algebra {iber einem Schema immer eine kubische Form (N, #, 1) mit Adjunkter

und Basispunkt gibt, so dal 7 = J (N, #,1) gilt.

In Paragraph 2 wird der Tits-Prozefl auf geringte Raume {ibertragen. Dazu
wird (analog wie in der Situation iiber Ringen, vgl. [P-R1]) ein geringter Raum
(X, O%), eine assoziative O%-Algebra B mit BT = J(N,#,1), eine Involution
« auf B, ein geringter Raum (X,Ox) und ein Ox-Modul A, wobei Ox bzw.
A insbesondere eine Untergarbe der Garbe der hermiteschen Elemente von O
bzw. B ist, so vorgegeben, dafl diese Daten geeignete Bedingungen erfiillen. Dann
wird gezeigt, dafl man nicht nur auf A& B (analog wie in [P-R1]), sondern auch
auf A @ P, wobei P ein lokal freier B-Linksmodul vom Rang 1 mit passenden
Eigenschaften ist, eine kubische Form mit Adjunkter und Basispunkt definieren
kann, so daf} also eine Ox-Jordan-Algebra-Struktur auf A @ P erklart wird. Aus
dem Tits-ProzeB wird dann als Spezialfall eine entsprechende Verallgemeinerung
der ersten Tits-Konstruktion gefolgert. Auflerdem wird gezeigt, daf} sich wie im
klassischen Fall jeder Tits-Prozef in eine erste Tits-Konstruktion einbetten 1aft.

In Paragraph 3 werden die oben erwidhnten Aussagen tiber Albert-Algebren be-
wiesen. Als entscheidendes Hilfsmittel wird dazu gezeigt, dafl eine Albert-Algebra
iiber einem lokalen Ring, die eine Azumaya-Algebra vom konstanten Rang 9 als
Unteralgebra enthélt, analog wie in der Situation iiber einem Ké&rper eine klassi-
sche erste Tits-Konstruktion ist.

In Paragraph 4 werden Beispiele fiir den Tits-Prozefl behandelt. Insbhesondere
erhdlt man dabei aus Azumaya-Algebren tiiber Kurven vom Geschlecht Null bzw.
dem n-dimensionalen projektiven Raum P% iiber einem Ring mittels der ersten
Tits-Konstruktion Albert-Algebren {iber Kurven vom Geschlecht Null bzw. P.
Die globalen Schnitte dieser Albert-Algebren iiber dem P}, liefern dann explizit



Jordan-Algebren tiber R, und es wird mit Hilfe der Glennie-Identitidt Gy veri-
fiziert, dafl ein Teil dieser Algebren exzeptionell ist. Als Unteralgebren solcher
erhédlt man z. B. 16-dimensionale exzeptionelle Algebren, die sich kanonisch als

Unteralgebren der zerfallenden Albert-Algebra Hs(Zor(R)) auffassen lassen.

Der Anhang dient als Erganzung, in dem Polynomabbildungen tiber geringten
Raumen betrachtet werden. Insbesondere wird gezeigt, dafl die angegebene Defi-
nition den Begriff der Polynomabbildung iiber Ringen (vgl. [Ro]) verallgemeinert.
Weiter wird der Differentialkalkiil entwickelt, so weit er in den vorhergehenden
Paragraphen bendtigt wird, und es wird bewiesen, daf} sich lineare bzw. quadra-
tische bzw. kubische Abbildungen mit Polynomabbildungen vom Grad 1 bzw. 2
bzw. 3 identifizieren lassen.

Es wird von den tiblichen Standardbezeichnungen Gebrauch gemacht. Insbeson-
dere werden Terminologie und Begriffe aus der algebraischen Geometrie im Sinne
von R. Hartshorne [H] verwendet.

Herrn Prof. Dr. H.P. Petersson méchte ich fiir die Uberlassung des Themas und
die engagierte Betreuung bei der Anfertigung dieser Arbeit meinen besonderen
Dank aussprechen. Herrn Prof. Dr. M. Knus danke ich fiir wertvolle Hinweise zu
der Theorie der Azumaya-Algebren.



1 Jordan-Algebren iiber geringten Riaumen

Im folgenden bezeichne X einen geringten Raum, Ox die zugehoérige Strukturgar-
be und M einen Ox-Modul. Definition und alle verwendeten Eigenschaften von
Polynomabbildungen sind im Anhang erlautert. Ox-Algebren, die Basiserweite-
rungen von Ox bezeichnen, seien immer kommutativ, assoziativ und unitar.

Ist f: M — Endo, (M) eine quadratische Abbildung und A eine Ox-Algebra,
dann wird die quadratische Abbildung, die als Komposition der Morphismen

M@ AT Endo, (M) @ A XD end(M o A)

entsteht, als die Erweiterung von f auf M @ A bezeichnet.

1.1 Definition

(J,U,1) ist eine (quadratische, unitare) Jordan-Algebra iiber X, falls J ein Ox-
Modul und 1 € H°(X, J) ist, und folgende gemafl A.31 dquivalente Bedingungen
gelten:

a) 1) U:J — Endo, (T), v — Uy, ist eine quadratische Abbildung.

]

Uy =id.

ST

)

)

) Uiy = U0 Uy o U, filr 2,y € JH.

) UpoUy.(2) = Upp,»y(y) fiir @, y,2 € T
)

5) Fiir jede Ox-Algebra A gelten die Aussagen 3) und 4) fiir die Erweiterung

von f auf J @ A.

b) 1 UEPOI%X(j,Pol}QX(j,j)).

]

Uy =id.

w

)
)
) Uiy = U0 Uy o U, fiir 2,y € JH
1)

UpoUy.(x) = Upuy(»(y) fiir z,y,2 € T

Quadratische Jordan-Algebren {iber Ringen seien wie iiblich definiert (vgl. [J3],
1.3.4).

'D. h., es gibt eine offene Teilmenge V von X mit z,y,z € J(V).
‘D. h., es gibt eine Ox-Algebra A und eine offene Teilmenge V von X mit z,y,z € (J @
A)(V).



1.2 Bemerkung

(J,U,1), bestehend aus einem Ox-Modul 7, einer quadratischen Abbildung U :
J — Endo, (J) und einem globalen Schnitt 1 € H°(X,J), ist eine Jordan-
Algebra tiber X

a) genau dann, wenn (J(V),U(V),1]v) fur jede offene Teilmenge V' C X eine
Jordan-Algebra iiber O(V) ist,

b) genau dann, wenn (Jp, Up, 1p) fiir jedes P € X eine Jordan-Algebra iiber Op

1st,

c¢) genau dann, wenn die Bedingungen 3) und 4) aus Definition 1.1 a) und deren
vollstadndige Linearisierungen, also die folgenden Identitaten fiir x,y,z, w € J
gelten:

6) U, o Uy o] ULZ + ULZ 0 Uy olU, = UUm(y),Um,z(y)v
7) UoUyoU, +U,0oUyolUp+ Uy, 0UyoU,. = Uy, v.y) +Un, .
8) Ux o Uy o Uz,w + Ul’,w o Uy o Ux,z + Uz,w o Uy o Ux + Ux,z o Uy o Ul’,w

= U, o) Vs (v) T Ut (0) U2 0 (w)
9)  Us.oUyw(z)+ Uz oUyu(z) = Usv,.(w)(¥) + Usv,(u)(y)
= U.v,(»)(w) + Usp, . () (w).

BEWEIS:
a) erhilt man aus Definiton und Bemerkung A.16 und b) folgt, da Identitaten in
Polynomabbildungen genau dann gelten, wenn sie lokal gelten. ¢) ergibt sich mit

Hilfe von a) aus [J3], 1.3. O

Zur Vereinfachung werden ab jetzt konstante, multilineare, quadratische und ku-
bische Abbildungen mit den jeweils gem&f A.31 induzierten Polynomabbildungen
identifiziert. Das heif}t insbesondere, Identitdten dieser Abbildungen werden als
Identitaten von Polynomabbildungen betrachtet. Daher wird auch der Ausdruck
»& € M“ oder ,x ist lokaler Schnitt in M*®, falls nicht explizit etwas anderes ver-
merkt wird, in dem Sinne verwendet, daf} es eine Ox-Algebra A und eine offene

Teilmenge V' C X gibt mit 2 € (M @ A)(V).

1.3 Definition
(J,U,1) und (J',U’,1') seien Jordan-Algebren iiber X.
f o (J,01) — (J,U,1) heiBit ein Homomorphismus von Jordan-Algebren,

wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

1) f:J — J'ist ein Ox-Modulhomomorphismus.



2) f(1)y=1".
3) f(Uuy)) = Ujy(fly)) fira,yed.

Die Jordan-Algebren {iber X zusammen mit diesen Homomorphismen bilden eine
Kategorie.

1.4 Bemerkung

Sei 7: X — X' ein Morphismus geringter Raume und (7,U, 1) bzw. (J',U’, 1)
eine Jordan-Algebra iiber X bzw. X'. Dann ist (r*J', 7*U’,1") bzw. (1.J, ..U, 1)
eine Jordan-Algebra {iber X bzw. X'

BEWEIS:

Wegen 7.7 (V') = J(r71(V")) fiir jede offene Teilmenge V' C X’ ist die Aussage
fir 7. klar, und wegen (7*J')p = jT’(P) ®0xs ) Ox p fir P € X folgt sie fir 7*
gemaB 1.2 b). O

1.5 Beispiel

Ist A eine assoziative, unitdre Ox-Algebra, so wird durch U,(y) := xyzx fiu
z,y € A eine quadratische Abbildung U : A — Endo, (A), v — U,, definiert,
und (A, U, 1), wobei 1 € H°(X,A) das Einselement in A bezeichne, ist eine
Jordan-Algebra iiber X, die mit A1 bezeichnet wird.

1.6 Satz

Sei (X, Ox) ein affines Schema mit R := H°(X, Ox).

a) Ist R noethersch, so liefert der Funktor (7,U,1) — (J,U,1) eine Aquivalenz
zwischen der Kategorie der als Moduln endlich erzeugten Jordan-Algebren iiber
R und der Kategorie der als Moduln kohérenten Jordan-Algebren iiber X.

b) Der gleiche Funktor liefert eine Aquivalenz zwischen der Kategorie der als

Moduln endlich erzeugten projektiven Jordan-Algebren iiber R und der Kategorie
der als Moduln lokal freien Jordan-Algebren iiber X.

BEWEIS: )
Die Behauptungen folgen aus der Aquivalenz der entspechenden Kategorien von
Moduln in Verbindung mit A.21 a), b). O

1.7 Definition

Sei J ein Ox-Modul. Ein Tripel (N,#,1) heifit kubische Form mit Adjunkter
und Basispunkt auf 7, falls N : J — Oyx eine kubische Form, # : 7 — J
eine quadratische Abbildung und 1 € H°(X,J) ist, so daB fiir x,y € J folgende
Bedingungen ertiillt sind:

(1) 2#* = N(x)z,



() N =1,
(3) T(«*,y) = D,N(z) fiir T(x,y):= —D,D,log N(1),

W,

(5) Ixy=Tyl—y mit T(y):=T(y,1)und z x y := (x + y)* — «* — y¥.

Die symmetrische Bilinearform 7" heifit Spurform von 7.

1.8 Theorem

Sei (N,#,1) eine kubische Form mit Adjunkter und Basispunkt auf dem Ox-
Modul J. Dann wird durch U,(y) := T(x,y)x — 2% x y fiir v,y € J ei-
ne quadratische Abbildung U : J — Endo, (J), © — U,, definiert, und
J(N,#.,1) := (J,U,1) ist eine quadratische Jordan-Algebra. Auflerdem gelten
folgende Identitaten fir x,y,z € J:

(6) :1:3—T( Jat 4 S(z)e — N(z)1l =0, S(z):=T(«%),
7 o =2t Ta)e + S,

(8) T x ) T(x)T(y) = T(x,y),

(9) T(xxy,z)=T(r,y x z),

(10) e x (@ xy) = N(2)y + T(«*, y)z,

(11) e x (a* xy) = N(x)y + T(x,y)a*

(12) x x ¥ = [T (x) — N(2)]1 = T(2%)x — T(z)a¥.

x € J ist genau dann invertierbar, falls N(z) € Ox invertierbar ist, und in
diesem Fall gilt:

(13) = N(:z;)_lx#.

BEWEIS:

U:J — &Endo, (TJ) ist nach Definition von T und # eine quadratische Abbil-
dung. Gema [M1] ist (J(V),U(V),1|y) fiir jede offene Teilmenge V' von X eine
quadratische Jordan-Algebra {iber O(V'), in der die Identitaten (6)—(13) erfiillt
sind. Gemaf Bemerkung 1.2 ist dann (J,U, 1) eine Jordan-Algebra iiber X, in
der die Bedingungen (6)—(13) gelten. O

Ist (X,Ox) ein lokal geringter Raum und P € X, dann bezeichne mp das maxi-
male Ideal des lokalen Ringes Op = Oxp und &(P) den Restklassenkorper
Op/mp. Fiir einen Ox-Modul M sei M(P) = Mp @0, &(P).

Im folgenden bezeichne R einen kommutativen, assoziativen und unitéren Ring.

Eine Jordan-Algebra (7, U, 1) wird oft einfach mit J abgekiirzt. Zor( R) bezeichne
die Algebra der Zornschen Vektormatrizen iiber R ([Z]). Zor(R) ist eine zerfal-
lende Oktonionenalgebra und bis auf Isomorphie die einzige zerfallende Oktonio-
nenalgebra tiber R, falls R ein Korper ist. Sei nun k ein Korper. Wie in [J3],

8



Definition 7.7.1 versteht man unter einer Albert-Algebra .J iiber k£ eine Form von
Hs(Zor(k)), d. h. J ist eine Jordan-Algebra tiber k, fiir die es eine Koérpererwei-
terung K tiber k gibt, so daf} gilt:

J @ K = Hy(Zor(K)).

Nach [M2], Theorem 6 ist dies dquivalent dazu, daf J eine zentral-einfache ex-
zeptionelle Jordan-Algebra iiber k ist.

1.9 Definition

Sei (X, Ox) ein lokal geringter Raum. Eine Jordan-Algebra J {iber X heif}t eine
Albert-Algebra, falls J als Ox-Modul lokal frei ist, und J(P) = Jp @o, &(P)
fiir jedes P € X eine Albert-Algebra {iber &(P) ist.

1.10 Satz
Sei (X, Ox) ein Schema und J eine Jordan-Algebra iiber X. Dann sind folgende

Aussagen dquivalent:

a) J ist eine Albert-Algebra {iber X.

b) Es gibt eine Uberdeckung V; — X in der étalen Topologie® auf X, so daB gilt:
J @ox Ov; = Ha(Zor(Ov,)).

¢) Es gibt eine Uberdeckung V; — X in der flachen Topologie® auf X, so daB
gﬂt: j ®0X Ovi = Hg(ZOI’(OVi)).

BEWEIS:

a)=b) erhalt man aus [L2], Theorem 3, und b)=-c) ergibt sich unmittelbar aus
der Definition der Begriffe der flachen bzw. étalen Topologie.

c)=a): Das Schema V := [1V; ist nach Voraussetzung treuflach iiber X. Dies
impliziert gemaf [K-O], Lemma 3.6, dall 7 ein lokal freier Ox-Modul ist, da
J @0, Oy ein lokal freier Oy-Modul ist. Auerdem folgt nach Voraussetzung,
daB es zu jedem P € X eine Korpererweiterung Kp iiber &(P) gibt, so daf
gilt: J(P) @rp) Kp = Hs(Zor(Kp)), d. h. J(P) ist eine Albert-Algebra iiber
K(P). O

1.11 Bemerkung

a) Sei .J eine Albert-Algebra tiber R, d. h. gem&f 1.9 ist J als R-Modul projektiv,
und J @p k(P) ist fiir jedes P € Spec R eine Albert-Algebra iiber k(P). Dann ist

der kanonische Homomorphismus R — J, r — r - 1, injektiv, da J lokal frei und

der Homomorphismus damit lokal injektiv ist, d. h. .J ist unitér treu (vgl. [M3]),

Svgl. [Mi]



und damit insbesondere treu als R-Modul, d. h. Anng J = {0}.

b) Sei J eine Jordan-Algebra {iber R. GeméaB [J3], 7.7.1, 7.7.3 heifit J Albert-
Algebra, falls es einen Korper K iiber R gibt, so dal J @r K = Hs(Zor(K)) gilt,
und .J ein R-Untermodul von J @gr K ist. Insbesondere ist .J dann prim. Setzt
man voraus, dafl J prim und als R-Modul projektiv ist, so stimmt diese Definition
mit Definition 1.9 {iberein. Denn im Fall J prim ist gemaf [J3], 7.6.5 das Zentroid
I' von J ein Integritétsring, und J als I'-Modul torsionsfrei, insbesondere folgt
aus re =0 flirx € J, r € I', r # 0 notwendig « = 0. Ist nun J @ &(P) fiir jedes
P € Spec R eine Albert-Algebra iiber &(P), so ist die kanonische Abbildung
R — T, r— r-idy, wegen AnngJ = {0} (gemiB a)) injektiv, d. h. R ist
ein Integritdtsring, und J ist als R-Modul torsionsfrei. Bezeichnet Quot R den
Quotientenkorper von R, so ist folglich die Abbildung J — J®@rQuot(R) injektiv.
Wegen {0} € Spec R gibt es nun eine Korpererweiterung K {iber Quot R, so daf}
gilt: J @r K = Hs(Zor(K)), und J ist somit ein R-Untermodul von J @g K. Ist

diese Bedingung andererseits erfiillt, so folgt
(J @ 6(P)) Ereqry (K(P) On K) = Hy(Zor(s(P) & K )

fiir jedes P € SpecR, d. h. J @pr &(P) ist eine Albert-Algebra fiir jedes P €
Spec R.

c) Ist 7 : (X,0x) — (X', Ox/) ein Morphismus geringter Raume und J eine
Albert-Algebra tiber Ox, dann ist 7*7 eine Albert-Algebra tiber Ox:.

1.12 Satz

(J,U, 1) sei eine Jordan-Algebra iiber R, N bzw. S bzw. T sei eine kubische bzw.
quadratische bzw. lineare Abbildung von J nach R, und es gelte:

> — T(:z;):z;2 + S(z)r— N(x)l =0 fiwaxe

Weiter sei J als R-Modul projektiv und, fiir jedes P € Spec R gebe es ein u €
J @r £(P), so daB 1,u, u? linear unabhingig iiber x(P) sind. Dann sind T, S

und N eindeutig bestimmt.

BEWEIS:

Es gentigt zu zeigen, dafl T, S und N lokal eindeutig bestimmt sind. Sei also
(R,m) ein lokaler Ring mit Restklassenkoérper & := R/m. Als projektiver R-
Modul ist J frei. Nach Voraussetzung gibt es ein u € .J, so daB 1,u,u? mit
= u+mJ € J/mJ linear unabhéngig iiber k£ sind. Damit sind auch die Elemente
1, u,u? iiber R linear unabhéngig. Sei nun N’ bzw. S’ bzw. T’ eine weitere kubische
bzw. quadratische bzw. lineare Abbildung von J nach R, so daf} gilt:

2> — T’(:z;):z;2 + S'(x)r — N'(2)1 =0 firz € J.

Dann ist /7 :=T" =T bzw. G := 5" — S bzw. H := N’ — N eine lineare bzw.
quadratische bzw. kubische Abbildung von J nach R, und man erhélt fiir x € J:

F(:z;):z;2 — G(x)x+ H(x)l =0.
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Wegen der linearen Unabhéngigkeit von 1,u, u?* folgt:
F(u)=G(u) = H(u) = 0.

Differenzieren der obigen Gleichung nach y an der Stelle x ergibt wegen 2? =

U(1):
F(y)x* + F(2)U,, (1) — G(z,y)x — G(x)y + DyH(z)1 = 0. (%)
v = u liefert:
Fy)u® = Fy)u® + Fu)Us,(1) — Glu)y = Glu,y)u — Dy H(u)l.
Damit erhalt man:
Fly)=0=Gu,y) firalle y € J.
Dies und y = u eingesetzt in (*) ergibt:
—G(a)u + Dy H(x)l = 0,

also G/(x) = 0 fiir alle € J. Dies impliziert auch H(xz) = 0 fiir alle z € J. O

1.13 Bemerkung

a) Ist J eine nichtausgeartete generisch algebraische Jordan-Algebra vom Grad
3 {iber einem Korper k, der unendlich viele Elemente enthélt, dann gibt es ein
Element u € J, so daB 1, u,u? linear unabhingig sind.

b) Sei J eine Albert-Algebra iiber einem Korper k& oder J 2 A% mit einer
Azumaya- Algebra vom Grad 3 {iber k. Dann ist .J nichtausgeartet generisch alge-
braisch vom Grad 3 {iber k. Nach a) gibt es also ein u € J, so daf} 1, u, u* linear
unabhédngig sind, falls £ unendlich viele Elemente besitzt. Fin solches Element
gibt es aber auch, falls £ ein endlicher Korper ist, da J in diesem Fall zertéllt. O

1.14 Korollar

Sei (X, Ox) ein lokal geringter Raum und (J, U, 1) eine Jordan-Algebra iiber X,
wobel J als Ox-Modul lokal frei sei. N bzw. S bzw. 1" sei eine kubische bzw.
quadratische bzw. lineare Abbildung von J nach Ox, und es gelte:

> — T(:z;):z;2 + S(z)r— N(x)l =0 fiwaxe

Weiter gebe es fiir jedes P € X ein u € J(P), so dafl 1,u,u* linear unabhingig
tiber k(P) sind. Dann sind N, S, und T eindeutig bestimmt.

BEWEIS:
Die Behauptung gilt, da Np, Sp und Tp fir jedes P € X geméaf 1.12 eindeutig
bestimmt sind. O
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1.15 Korollar

J = J(N,#,1) sei eine Albert-Algebra iiber einem lokal geringten Raum X.
Dann sind N und # eindeutig bestimmt.

BEWEIS:
GeméB 1.8 (6) und 1.13 erfiillen J und N, T o #, T die Voraussetzungen von

Korollar 1.14, das folglich die Eindeutigkeit von N, To#, T liefert. Nach 1.8 (7)
ist damit auch # eindeutig bestimmt. O

1.16 Satz

Sei (J,U, 1) eine Albert-Algebra iiber R. Dann gibt es eine kubische Abbildung
N :J — R mit Adjunkter # : J — J und Basispunkt 1, so daf} gilt:

J = J(N,#,1).

BEWEIS:
Nach [L2], Theorem 3 gibt es eine treuflache R-Algebra R’ und einen Isomorphis-
mus

0:J@r R — Hs(Zor(R')).
Geméaf der Freudenthal-Konstruktion [M1] gilt:

H3(Z0r(R/)) = j(Nv %’év ﬂ)v

wobei N die Determinante, %ﬁ die Adjunkte und 1 die Einheitsmatrix bezeichne.
Da R’ treuflach iiber R und J als R-Modul projektiv ist, sind die kanonischen
Homomorphismen R — R, r+— r-lp,und J — J@r R, * — 2 ® lp, injektiv,
d. h. R kann als Unterring von R’ und J als R-Untermodul von J @ R’ aufgefaft
werden.

Als néchstes wird gezeigt, daB N(p(z @ 1g/)), S(¢(x @ 1g)) und T(p(z @ 1))
fiir x € J in R liegen.

Es gilt

JOrR @r R 2 (J@rR)@r (R @r R') und

R orJ@r R =2 (R @rR')@r (J @r R'),
wobei R' @p R’ kanonisch, d.h. vermoge r(s ® t) = s @ rt fir r,s,t € R, als
R'-Algebra aufgefaBt wird. Beziiglich dieser Isomorphismen ist J @r R’ @p R’
bzw. R’ @r J @r R eine Jordan-Algebra iiber R @r R'. U bzw. U’ (vgl. A.3¢))
bezeichne die Erweiterung von U auf J @ R’ @ R bzw. R’ ® J ® R'. Nun wird die
R @p R'-lineare Bijektion

T J@RR/®RR/ — R/®RJ®RR/
TRr®®s — rRParRs
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betrachtet. 7 ist ein Homomorphismus von Jordan-Algebren. Denn seien 2T ®

ri@ s,y ATt @sh € J @ R @R, dann gilt: Z
J

(UZQL’@T s Zy]®r ®S ))

Zsz yj) @ rfr; ® 52'3]‘ + Z Usi o, (yj) @ rirkT; ® SiskS;)

k.5
i<k
2 1 ! !
= rir; @ Us,(y;) @ 878} + 3 rirwr’; @ U, () @ sisys)
i K
i<k

- U/Z:Ti@)l’i@si(z T; @ y; & 3;)
J
_U/ZQU@T ®s:) (Zgﬁ@r;@%))‘
J
Beriicksichtigt man die kanonischen Isomorphismen von Jordan-Algebren {iber
R @r R

Hg(ZOI’(R/)) ®R R/ = Hg(ZOI’(R/)) ®R’ (R/ ®R R/) = Hg(ZOI’(R/ ®R’ (R/ ®R R/)))
= Hs(Zor(R' @r R')) = Hs(Zor((R' @r R') @p R'))
~ R @pr Hs(Zor(R')),

so gibt es einen Automorphismus von Jordan-Algebren iiber R’ @p R’
Y Hy(Zor(R' @ R')) — Hs(Zor(R' @ R')),
der durch die Kommutativitidt des folgenden Diagramms definiert wird:

SO ® Il / /
JOR @R Hs(Zor(R' @ R))

/ / Il@go / /
R®J®R Hs(Zor(R' @ R')).

Fir @ € Hs(Zor(R' @ R')), y := ¢ (x), erhdlt man:

2® — T o ()’ —|—~§ ot(x
(@/fl(y))?’ ~T(y)(™

=7 (y° = T(y)y* + S(y)y — N(y)1)
= 0.
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N,S.T und N o, S 09, T o erfiillen damit jeweils die Voraussetzungen von
Satz 1.12 und 1.13, und gemaf 1.12 folgt also:

T=Tovy, N=Noy, S=7501.

Fir z € J erhilt man hiermit:

T(p(z@ 1) @ L =T(p(z @ 1p) @ 1) = (T o) (p(x @ 1) @ 1)
=T(lp @ p(z @ 1)) =1p @ T(e(z @ 1p))T,

und analog:

S(p(z @ 1p) @1 = 1w @ S(p(z @ 1a1)),
N(g(x @ 1p)) @ 1p = 1 @ N(p(z @ 1r)).

Da R’ treuflach iiber R ist, gilt:
R={seR |2@1lp=1p@xin R ® R'}.
Hieraus folgt:
Moo © 1n), Tlple ® 1)), Sp(e @ 1n)) € R
Mit (7) ergibt sich auBerdem fiir « € J:
Pz @ 1) = (2@ 1) = T(p(z @ 1p))z @ Ly + S(p(z © L)1 @ 1
=22 @ lp —T(p(x @ 1p))e @ 1 + Sz @ 1p))1 @ 1p € J.
Insgesamt erhdlt man somit, dafl
N:J— R, x+— N(z):=N(px@1p))

eine kubische Form mit Adjunkter

#:J—J, T — % = (c,o(:z;@lR/))#

und Basispunkt 1 ist, und daf gilt: J = J(N,#,1). O

1.17 Korollar

Sei X ein Schema und (J,U, 1) eine Albert-Algebra iber X. Dann gibt es eine
kubische Form N : J — Ox mit Adjunkter # : J — J und Basispunkt 1, so
daf} gilt:

J =T (N,#,1).

Tvgl. A.3c)
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BEWEIS:

Sei (U;)ier eine offene affine Uberdeckung von X. Nach Satz 1.16 gibt es zu
jedem ¢ € [ eine kubische Form N; : J|y, — Op, mit Adjunkter #; : J|v, —
Jl|u, und Basispunkt 1|y, so daB gilt J|y, = J(N;, #i, 1|v,). Nach 1.15 folgt
Nilviav; = Nilviav, und #i|viau;, = #5l|viau, fir 7,5 € 1. Durch Verkleben der
Abbildungen N; bzw. #; erhalt man somit eine kubische Form N : 7 — Ox bzw.
eine quadratische Abbildung # : 7 — J. (N, #,1) ist dann eine kubische Form
mit Adjunkter und Basispunkt, und es ist J = J(V,#,1), da diese Aussagen
lokal gelten. O
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2 Der Tits-Prozefl iiber geringten Raumen

In diesem Paragraphen wird der Tits-Prozef}, eine Konstruktion von Jordan-
Algebren iiber Ringen, auf geringte Réume verallgemeinert. Dazu werden
zunachst der Tits-Prozel und als Spezialfall die erste Tits-Konstruktion wie in
[P-R1] definiert dargestellt, wobei der Tits-Prozefl hier im Gegensatz zu [P-R1]
nur fiir assoziative Algebren formuliert wird.

Sei x eine Involution auf R, B eine assoziative unitare R-Algebra, * eine Involution
auf B, die die Involution auf R fortsetzt und (N, #, 1) eine kubische Form mit
Adjunkter und Basispunkt auf B.

2.1 Definition
a) (N, #,1) heiBt B-zulassig, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

i) Bt = J(N,#,1), d. h. 1 ist das Einselement der Algebra B, und es gilt
! zyr = T(z,y)r — 2% x y fir z,y € B.

i)  N(xy)= N(2)N(y) firaz,y€ B.

i) N(xz*)= N(x)* firz € B.

b) Sei (N, #,1) B-zulassig. Ein Paar (A, Ry) bestehend aus einem Unterring Ry
von R und einem Ry-Untermodul A von B heifit B-grof, falls gilt:

i) RoC H(R,*), " € R fiirr € R.

i) ACH(B,*), 1€ A, bab> € A fira e A,be B.

iii) N(A) C Ry, A* C A (dh. N|a: A— Ry bzw. #[4: A— A ist eine
kubische Form bzw. quadratische Abbildung).

c) Sei (N, #,1) B-zuléssig, (A, Ry) ein B-grofies Paar und v € A, yp € R*. (u, p)
heifit A-zulassiger Skalar, falls N(u) = pp* gilt.

2.2 Theorem (Tits-Prozef})
Sei (N,#,1) B-zuldssig, (A, Ro) ein B-grofles Paar und (u, ) ein A-zulédssiger

Skalar. Definiert man

J = Ad B,
1:= (1,0),

N(a,b):= N(a)+ uN(b)+ " N(O") — T(a, bub)
(a, b)*’zE = (a® — bub*, Wb *Fu' — ab)
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fir a € A und b € B, so ist (N,#,I) eine kubische Form mit Adjunkter und
Basispunkt auf .J. Die hierdurch induzierte Ry-Jordan-Algebra J(N,#,1) wird
mit J(B, A, u, i) bezeichnet.

BEWEIS:
Vegl. [P-R1], Theorem 3.4. O

2.3 Theorem (1. Tits-Konstruktion)

Sei A eine assoziative, unitare R-Algebra, (N, #,1) eine kubische Form mit Ad-
junkter und Basispunkt auf A mit AT = J(N,#,1) und N(ab) = N(a)N(b) fiir
a,b € Aund g € R*. Definiert man

J:=ADAD A,

1:=(1,0,0),

N(ao, a1, az) := N(ao) + uN(a1) + p~"N(az) — T(aparaz)
(ag, a1, az);"E = (aa‘?E — ajas, ,u_lafE — agay, ,uafE — asap)

fiir ag,a1,az € A, so ist (N, #,I) eine kubische Form mit Adjunkter und Basis-
punkt auf J. Die hierdurch induzierte R-Algebra J(N,#,1) wird mit J(A, x)

bezeichnet.

BEWEIS:
Vegl. [P-R1], Theorem 3.5. O

Zuniachst wird der Begriff der Involution auf geringte Raume tibertragen.

2.4 Definition

Sei A eine Garbe unitarer (nicht notwendig kommutativer bzw. assoziativer) Rin-
ge auf X. o : A — A heifit Involution auf A, falls o ein Morphismus von Garben
von Mengen und o(U) : A(U) — A(U) fiir jede offene Teilmenge U von X eine In-
volution auf A(U) ist. Ist A insbesondere eine Ox-Algebra und oo, : Ox — Ox
eine Involution auf Ox, so setzt eine Involution o4 : A — A die Involution oo,
fort, falls dies fiir o 4(U) und oo, (U) auf jeder offenen Teilmenge U von X gilt.

2.5 Bemerkung

Sei 0 : A — A eine Involution auf A. Setzt man H(A,o)(U) := H(AU),o) =
{a € A(U) | o(U)(a) = a} fir jede offene Teilmenge U von X, so erhélt man eine
Garbe H(A, o) abelscher Gruppen (bzgl. der Addition) auf X, die als Garbe der

o-hermiteschen Elemente von A bezeichnet wird.

Sei (X, OY%) ein geringter Raum, *o,, : O — O% eine Involution auf O%, B
eine assoziative, unitdre O'%-Algebra und *3 : B — B eine Involution auf B,
die die Involution *e,, auf O fortsetzt. Zur Vereinfachung der Notation wird
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im folgenden anstelle von o, auch *5 verwendet. (Ng, #s5, 1) sei eine kubische
Form mit Adjunkter und Basispunkt.

2.6 Definition
(Ng, #5, 1) heifit B-zulassig, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

Bt = J(Ng,#5,1), d. h. 1 € H°(X, B) ist das Einselement der Algebra
B, und es gilt xyz = Ty(z,y)r — 2% x gy fiir z,y € B.

(15) Np(zy) = Np(x)Ns(y) fir z,y € B.

(16) Ng(2™?) = Ng(z)™® fir x € B.

2.7 Lemma
(Ng, #5,1) sei B-zulassig. Dann gilt fiir «,y € B:

(17) (zy)*s = yFoa®s,
(18) ("8)#s = (a¥e ),
(19) Ts(w,y) = Ts(zy).
BEWEIS:

Sei U eine offene Teilmenge von X. Da B(U) assoziativ ist, erfiilllen B(U) und
(Ng(U), #5(U),1|y) die Voraussetzungen von 3.2, 3.3 bzw. (3.15) in [P-RI1].
GeméB diesen Propositionen gelten damit die Identitaten (17), (18) und (19). O

2.8 Bemerkung

Picig B bzw. Picyg B bezeichne die punktierte Menge der Isomorphieklassen lokal
freier B-Links- bzw. B-Rechtsmoduln vom Rang 1. Gemaf} der nichtkommutati-
ven éechkohomologie ([Mi]) kann Picy B mit der punktierten Menge H? (X,B%)
identifiziert werden, wobei B* die Garbe der Einheiten von B bezeichne. Dies
bedeutet, man kann fiir einen lokal freien B-Linksmodul P vom Rang 1, des-
sen Isomorphieklasse in Picy B = HI(X,BX) durch eine offene Uberdeckung
U = (U)ier von X und eine Kohomologieklasse von Kozyklen aus H'(U,B*)
mit einem Vertreter (u;;), u;; € H°(U;;, B*), Uy = U; N U;, reprisentiert wird,
annehmen, dafl P durch U trivialisiert wird (d. h. Ply, = Bly,), und daf} es fir
jedes ¢ € [ einen Basisvektor [; € P(U;) gibt, so dafi auf U;; gilt: I; = u;;l;.

2.9 Bemerkung
(Ng, #5,1) sei B-zulassig. GeméaB (15) und (17) sind dann

NgiBX —>Ol)?,

18



Hi: BX — (BP),

Homomorphismen von Garben von Gruppen und induzieren daher folgende Ho-
momorphismen von punktierten Mengen:

Ng: HY(X,B*) — H'(X,0%),
#5: HY(X,B*) — H'(X,(B®)*).
Beriicksichtigt man die in 2.8 erwadhnte Identifizierung, so erhalt man also folgende
Homomorphismen punktierter Mengen:
Nz : Pieyg B — Pic O, Nz : Picy B — Pic O,
#5 : Picyjy B — Picy BP, #5 : Picy, B> — Picy B.
O

Im folgenden werden B°P-Links- und B-Rechtsmoduln kanonisch identifiziert, d.
h. insbesondere werden die Skalare in B°P-Linksmoduln von rechts multipliziert.

2.10 Definition

(Ng, #5, 1) sei B-zulassig. P sei ein lokal freier B-Linksmodul vom Rang 1, £ ein
O'-Modul und F ein B-Rechtsmodul. P und F sind dann in kanonischer Weise
O'x-Moduln.

Eine kubische Abbildung (zwischen O%-Moduln) f : P — £ bzw. eine quadrati-
sche Abbildung (zwischen O%-Moduln) ¢ : P — F heifit multiplikativ, falls

fbw) = Ni(b) f(w)
bzw. g(bw) = g(w)b*»

fir b € B, w € P gilt.

Eine multiplikative kubische Abbildung N : P — Ng(P) heifit Norm auf P, falls
N universell in der Kategorie der multiplikativen kubischen Abbildungen auf P
ist, d. h. falls es zu jeder multiplikativen Abbildung f : P — &, wobei £ ein be-
liebiger O -Modul ist, einen eindeutig bestimmten O’ -Modulhomomorphismus
f: Ng(P) — &€ gibt, so daf das folgende Diagramm kommutiert:

P N Ni(P)

f f

£

TB°P bezeichne die O x-Algebra, die aus B durch Vertauschung der Faktoren bei der Multi-
plikation entsteht.
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Eine multiplikative quadratische Abbildung # : P — P#5 heifit Adjunkte auf P,
falls # universell in der Kategorie der multiplikativen quadratischen Abbildungen
auf P ist, d. h. falls es zu jeder multiplikativen quadratischen Abbildung g : P —
F einen eindeutig bestimmten B-Rechtsmodulhomomorphismus g : P#5 — F
gibt, so dafl das folgende Diagramm kommutiert:

#
P P#s

f’

Die entsprechenden Definitionen gelten dann vermége der kanonischen Identifi-
kation von B°P-Links- und B-Rechtsmoduln auch fiir lokal freie B-Rechtsmoduln
vom Rang 1.

2.11 Lemma

(Ng, #5,1) sei B-zuldssig, und P sei ein lokal freier B-Linksmodul vom Rang 1.
Dann gibt es eine Norm auf P, und diese ist eindeutig bis auf einen invertierbaren

Faktor aus H°(X, O%).

BEWEIS:

Die Situation sei analog wie in 2.8 beschrieben, d. h. die Isomorphieklasse von P
in Picyge B werde durch den Kozyklus (u;;) reprasentiert. Geméaf 2.9 reprasentiert
dann der Kozyklus (Ng(u;;)) die Isomorphieklasse des Moduls Nz(P) in Pic O.
Nach 2.8 gibt es also Basisvektoren I; € Nz(P)(U;), so daB I} = Np(u;)l; auf Us;
gilt. Durch die Zuordnung bl; — Ng(b)l} fiir b € B(U;) wird nun eine multiplikative
kubische Abbildung N; : Ply, — Ng(P)|y, definiert. Dabei gilt fiir 4,5 € I und
b e B(U;) auf U;:

N](blz) = N](bu”l]) = NB(bu”)l;
= NB(b)NB(u”)Z; = NB(b)l;
= N;(bl;),
also Ni|p,, = Njlu,,. Durch Verkleben der Abbildungen N;, ¢ € I, erhilt man

dann eine multiplikative kubische Abbildung N : P — Ng(P).

Sei nun &£ ein O%-Modul und f : P — & eine kubische multiplikative Abbil-
dung. Durch die Zuordnung rN(;) = rli — rf(l;), r € O%(U;), wird ein Oy, -
Modulhomomorphismus g; : Ng(P)|v, — E|u, definiert, wobei fiir b € B(U;) gilt:

J(bl;) = Na(b) f(l:) = g:(Ns(b)N (L))
=g, 0 N(bl;).
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Man erhélt also f|u, = ¢g; o N|uy,. Weiter ergibt sich fiir 7,5 € I und r € O%(U;;)
auf Uy;:
9i(rN(l)) = gi(rN(uisl;)) = g;(rNs(ui )N (1))
= rNi(uis) (1) = rf(ui;l;)
= rf(li) = g:i(rN(1)),

also g,

U, = 9i ., 1 € I, erhdlt man einen
O’x-Modulhomomorphismus ¢g : Ng(P) — &, wobei das folgende Diagramm von
Polynomabbildungen kommutativ ist:

P N Ni(P)

f 9

£

¢ ist durch diese Figenschaft eindeutig festgelegt, da fiir jedes : € I der Op;-
Modulhomomorphismus ¢; durch die Bedingung ¢;
stimmt ist. Damit ist die Existenz gezeigt.

Seien nun N : P — Ng(P) und N:P — Ng(P) zwei Normen auf P. Nach der
universellen Eigenschaft gibt es eindeutig bestimmte O%-Modulhomomorphismen
9.7 : N3(P) — Ns(P) mit goN = N und joN = N. Hieraus folgtgogoN N
und gogo N = N, und die Eindeutigkeit liefert dann g o g = Iy, p) und

gog = lnyp), d. h. g ist ein (’)/XX—Modulisomorphismus. Dies bedeutet, es gibt
ein § € H°(X,0%), so daB ¢ identisch mit der Multiplikation mit /3 ist. Da
andererseits auch SN : P — Ng(P), w — pN(w), w € P, fur jede Norm
N : P — Ng(P) und fiir jedes Element 3 € H°(X,O%) eine Norm auf P ist,
ergibt sich die Behauptung. O

2.12 Bemerkung

Sei P ein lokal freier B-Linksmodul vom Rang 1, der durch Daten wie in 2.8
bestimmt werde, d. h. die Isomorphieklasse von P in Picy B werde durch den
Kozyklus (u”) reprasentiert, und es gebe Basisvektoren [; € P(U’) mit [; = ug ;.
Bezeichnet [; den zu I; dualen Bamsvektor in P*, so gilt [; = [jui—]; wegen
<ll,l]uij> = (uyl;, lu > = wu;; (15, l> = 1. Somit repréasentiert der Ko-
zyklus (u;; Uy ) die Isomorphleklasse von 77 in Picyg B°P. Wegen l = lu” 1st die

Isomorphieklasse von P in Pic,y B gegeben durch (u;;).

1P bezeichne den B-Rechtsmodul Homg (P, B).
5(,):P x P — B bezeichne die kanonische Abbildung.
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2.13 Lemma

(Ng, #5,1) sei B-zulassig, P sei ein lokal freier B-Linksmodul vom Rang 1 mit
Ni(P) = O und N : P — O sei eine Norm auf P. Dann gilt P#z = P P#s =
P und N3(P) =2 O, und es gibt eine eindeutig bestimmte Norm N : P — O
auf P und eindeutig bestimmte Adjunkte # : P — P auf P und # : P — P auf
P, so daB fiir w € P und w € P gilt:

(20) (w, w#) = N(w)l,
1) (h 0) = N1,
(22) wh# = N(w)w.

)
)
)
)
)
)

)
2 Dy N(w) = T({w', w™)),
27 Dy N () = T((0#, ")),
28 (w, w)w = Tx((w, w))w — w? Xw.

BEWEIS:

P werde durch Daten wie in 2.8 beschrieben. Die Isomorphieklasse von P in
Piciy B wird also durch den Kozyklus (u;;) reprasentiert. Gemaf 2.9 bestimmt
dann der Kozyklus (u#B) die Isomorphieklasse von P#5 in Picy BP. Auf Ui; gilt

g
N(li) = Nuijl;) = Np(ui;)N(15).
Da N(I;) Basisvektor, also insbesondere Einheit in O’ (U;) ist, erhdlt man
Ni(uij) = N(L)N ()™

Dies bedeutet NB(ui_jl) = Np(uy)™" = N(;)7'N(l;), also Nz(P) = O, da
NB(ui_jl) gemiB 2.12 die Isomorphieklasse von Njs(P) in Pic Q% représentiert.
Mit (13) folgt auBerdem: uf;g = NB(uij)ui_jl = N(lj)_lui_le(li). Dies bedeu-
tet, die Kozyklen (uf;g) und (u;l) reprasentieren die gleiche Isomorphieklasse in
Picig BP. Mit 2.12 ergibt sich also P## =2 P. Wegen uf;B#B = Np(uij)ui; (gemaf
(1)) erhalt man analog P & P#s#5 = P#5_ Zunichst wird nun die Adjunkte #

konstruiert.

Da [; bzw. N(I;) Basisvektor von P(U;) bzw. O (U,) ist, gibt es einen eindeutig
bestimmten Basisvektor ¥ € P(U;), so daB gilt:

(1, 1) = N(I;)1.

K3
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Durch die Zuordnung bl; — lz#b#ﬁ, b € B(U;) wird eine multiplikative quadrati-
sche Abbildung #; : Ply, — P|u, definiert, wobei fiir b € B(U;) und A € O%(U;)
wegen bb*5 = Ny(b)1 ((6), (7)) und (3), (19) gilt:
(bli, (bL)#Y = (bly, IFb#5) = b(l;, IF)o#5 = bN(1;)b#5
= N(b)N(li)1 = N(bl;)1.

N(bL) + XDy, N(bl;) + N2Dy, N(VL) + NN (L)
= N(bl; + A1) = N((b+ b)) = Nu(b+ M )N(1,)
= Na(B)N (L) + ADy Na(b)N (1) + N2 Dy Ng(6)N (1) + N*Na(b )N (L),

also

Dy, N(bl;) = Dy N(b)N(1;) = Ts(b¥5, ' )N(1;) = T(b', 6¥5)N(1;)
= T(Vb*5)N(I;) = T(b' N(1;)b#5) = Ta(b'(1;, [¥)6#5)
= T((b'l;, (bI;)#)).

Sei nun a;; € B(U;;)* definiert durch ZZ# = l;%aij. Dann gilt:

N()L = (1, ) = (uily, Fag) = ui (1, F)ay
= ug; N(l)ay = uiNa(ui) ™ N(wijly)ai; = uigNo(ui;) " aig N(1;).
Hieraus folgt: a;; = NB(uij)ui_jl = uf;g. Damit erhélt man fir 7,7 € I und
b e B(U;) auf U;:

(b1)* = (bugl,)® = DFulspts = [Fo#s = (bl)*

Durch Verkleben der Abbildungen #;, ¢ € I, erhdlt man dann eine multiplikative
quadratische Abbildung # : P — P auf P, so daf§ die Identitéten (20) und (26)
erfiillt sind. # ist durch diese Eigenschaften eindeutig bestimmt, da #; eindeutig
festgelegt ist. Die universelle Eigenschaft von # erhilt man wie im Beweis von

2.11.
Als nachstes wird die Abbildung # konstruiert. Durch die Zuordnung lf&bv —
N, b € B(U;), wird eine multiplikative quadratische Abbildung #; :
Plu, — Plu, definiert, wobei fiir b, & € B(U;) wegen (1), (14), (19) gilt:

(bl)## = (1Fv#e)* = p#e#s N (1)1, = Na(b)bN(I;)l; = N(bl;)bl;,

<bl l#b/> (b<l“l?u_>b/) b/#BN(li)Qb#B

1y "y
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= VHEN (1)1, 1F)0#5 = (V¥ N (1)1, TFb#e)

1y "y

= (0 *, (bl)*),

(bly, IFBVDL; = b(l;, IF)V'bl; = (bU'D)N (1)1,
= (T(b,b))b — b¥5 x5 b )N (1;)l;

= Ts(bb' )N (1;)bl; — (b5 + b )#5 — p#sts _ p#s) N (]
(BN (1)6)bl; — (677 + 0YFBN(I;)1; — bF5#5 N (1)1, — 6#F5N(1:)1)
= Tu(b(ls, TH)Y)bl; — ((IF6*e + 170 — (ot )d — (Fo)#)
= T((bl;, IFV))bl; — (b;)* 3,10 .
Wegen

N(ZZ)ZZ = N(uijl]‘)uijl]‘ = NB(UU)N(Z )u”l = U#B#BN(Z )l
erhilt man fir ¢,5 € I und b € B(U;;) auf U,;:

(IFoy# = (IFufroy® = v Ests N (1)1
= WP N (1)l = (Fb)*

Durch Verkleben der Abbildungen #;, 7 € I, erhilt man dann eine multiplikative
quadratische Abbildung # : P — P auf P, so daB die Identititen (22), (24) und
(28) erfiillt sind. Da #: durch diese Eigenschaften eindeutig festgelegt ist, folgt,
daB auch # eindeutig bestimmt ist. Die universelle Eigenschaft von # erhélt man
wie im Beweis von 2.11.

Zuletzt wird die Abbildung N konstruiert. Durch die Zuordnung ZZ#b —
Ni(b)N(1;)?*, b € B(U;), wird eine multiplikative kubische Abbildung N; 75|U1 —
Oy, definiert, wobei fiir b, € B(U;) und A € O'(U;) wegen (1), (3), (14), (15)
gilt:
((IF0)%, 1) = (B*= N (1)1, 1FB) = 0* (N (L), 1)
= b*EN(1)(1;, 1F)b = b#5 N (1;)%b = Ng(b)N(1;)*1 = N;(I¥b)1,

1y "y K3

(IFo)y#* = (5*5 N(1)1)* = (N(1)L)*6#e#s = N(1;)21F Ns(b)b
— Ni(IFb) i,

N (bl #)) = Ni(blls, FE)) = Ns(bN(1)8)

Ni(b)N (L) N (b') = (Ns(b)N (1)) (Ns(b )N (1:)?)
= N(bl;)N;(I¥V),
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Ni(IFb) + AD#, Ni(1Fb) + N2D e, Ny(IFV) + N N, (1)
= N;(IFo+ X)) = Ni(IF (b + AV)) = Na(b+ M)N(1;)?
= Na(b)N(1;)* + ADy Na(b)N(1;)* + N2 Dy Na(b)N(1;)* + NP Na(b)N(1;)?,

also
Dy Ni(IFb) = Dy Ns(b)N(L;)* = T(b#2 0 )N (1:)?
= Ts(b*50)N (1:)° = T(5*5 N (1) (1, [F)V)
= T((b¥EN (1)1, IF1'))
= Ts({(IF0)%, 1F1)).
Wegen

Ns(ufi®) = Na(Na(uij)ug;') = Nu(ui;)*Na(ug') = Ni(ui;)*Na(ug) ™

erhilt man fiir 4,5 € [ und b € B(U;;) auf Uj;

N () = Nj(Futeb)
= Ns(b)Ns(uij)N(1;)* = Ns(b)N(ui;l;)* = Ns(b)N(l:)?
= N;(I*b),

also N;|y,, = Ni|u,,. Verkleben der Abbildungen N;, i € I, liefert eine multi-
plikative kubische Abbildung N : P — O% auf P, so daB die Identititen (21),
(23), (25) und (27) erfiillt sind. Die Eindeutigkeit von N folgt wie oben aus der
Eindeutigkeit der Abbildungen N;, und die universelle Eigenschaft von N erhalt
man wie im Beweis von 2.11. O

2.14 Definition

Sei F ein B-Rechtsmodul. Vermége der Skalarmultiplikation b - w = wb*® fir
be B, we F wird eine B-Linksmodulstruktur auf der abelschen Garbe F von
Gruppen (bzgl. der Addition) definiert. Der so erklarte B-Linksmodul wird mit
F bezeichnet und heifit der zu F entgegengesetzte Modul (vgl. [K1], I, (2.1)).
Fiir einen B-Rechtsmodulhomomorphismus f : F — £ bezeichne f : F — & den
durch f bestimmten B-Linksmodulhomomorphismus.

Das Entsprechende gilt fiir B-Linksmoduln.
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2.15 Bemerkung und Definition

a) Analog wie in 2.9 induziert der Homomorphismus von Garben von Gruppen
50 BX — (BoP)X
einen Homomorphismus punktierter Mengen
5 HY(X,B*) — H'(X,(B®)).
Damit erhdlt man folgende Homomorphismen punktierter Mengen:
5 : Picyy B — Picy BP, x5 : Pigy B? — Pic B.

b) Sei P ein lokal freier B-Linksmodul vom Rang 1. Ein B-Linksmodulisomor-
phismus j : P — P*5 heifit Involution auf P.

Die entsprechende Definition gelte auch fiir lokal freie B-Rechtsmoduln vom Rang
1.

c¢) Sei P ein lokal freier B-Linksmodul vom Rang 1, dessen Isomorphieklasse in
PiC]ft B durch den Kozyklus (u;;) reprasentiert werde. Nach a) reprasentiert dann
(u;f) die Isomorphieklasse von P*# in Picy BP, also (u;f ) die Isomorphieklasse
von P*5 in Picyg B. Andererseits gilt [; = [; - u;?, also [; - uiF~ Y=, in P, dh.
(uff_l) reprisentiert auch die Isomorphieklasse von P in Picy B. Folglich ist
P = P*5 und damit auch P = P = P*5, Es gibt also immer eine Involution auf
P, und diese ist eindeutig bis aut einen B-Modulautomorphismus ¢ : P — P, d.h.
ist * : P — P*5 eine Involution auf P, dann ist die Menge aller Involutionen auf
P identisch mit der Menge aller Abbildungen * o ¢ mit einem Automorphismus

g:P—P. O

2.16 Definition

(N, #5,1) sei B-zulassig. Ein Paar (A, Ox) bestehend aus einer Untergarbe
(von Ringen) Ox von O% und einem Ox-Untermodul A von B heifit B-grof,
falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

(29) (1) Ox C H(O%,*5),
(ii) rr*s € Ox fir r € Ok,

)
)
(30) (i) AC H(B,*5),

(i) 1 € H(X, A),

(iii) bab* € A fira e A, be B,
) N

(31) (i) Ng(A) C Ox (d. h. Ng|a : A — Oyx ist eine kubische Form {iber

Ox),

(i) A*2 C A (d. h. #g]4 : A — A ist eine quadratische Abbildung iiber
Ox).

26



2.17 Bemerkung
a) Nach Definition von Tz impliziert (31)(i):

(31) (i) Tu(A, A) C Ox.

b) Wegen der Zulassigkeit von (Ng, #5, 1) ist (H(B,*3), H(O%, *5)) ein B-grofes
Paar. Ist + € H°(X, O%) oder existiert ein A € H°(X,O%) mit 1 = A+ "5, dann
ist dies auch das einzige B-grofie Paar (vgl. [P-R1], S. 221). O

2.18 Definition

(Ng, #5,1) sei B-zuldssig, (A, Ox) B-grol und P ein lokal freier B-Linksmodul
vom Rang 1.

a) Es gelte P*# = P und Nz(P) = O%. Ein Paar (N, *) bestehend aus einer
Norm N : P — O%T auf P und einer Involution * : P — PVl auf P heifBt
A-zuldssig, falls folgende Bedingungen fiir w € P erfiillt sind:

(32) (1,107) € A,
(33) Np({w,w*)) = N(w)N(w)*s.

b) P heift A-zulissig, falls P*5 = P und Np(P) = O% gilt, und ein A-zulassiges
Paar (N, *) zu P existiert. O

2.19 Beispiel

(Ng, #5,1) sei B-zulassig und (A, Ox) B-grofi. Dann ist B in kanonischer Weise
ein global freier B-Links- bzw. B-Rechtsmodul vom Rang 1. In dieser Betrach-
tungsweise wird B mit gBB bzw. Bg bezeichnet. Da gB global frei ist, folgt sofort,
dafl pB A-zuldssig ist, und dafl die Menge der A-zuldssigen Paare mit der Menge
der Paare (u*g, 3Ng) identisch ist, fiir die v € H(X, A%), f € H°(X,OF%) und
Ng(u) = pp*s gilt.

2.20 Lemma

(Ng, #5,1) sei B-zuldssig, (A, Ox) B-grol und P ein lokal freier B-Linksmodul
vom Rang 1, dessen Isomorphieklasse in Piciy B durch den Kozyklus (u;;) re-
prasentiert werde. P ist genau dann A-zulassig, falls es Kozyklen (a;) € C°(U, B*)
mit a; € Aund (y;) € CO(U, OF) (vgl. [Mi]) mit ;7% = Np(a;) gibt, so daf fiir
t,7 € I aut U;; gilt:

Dabei werden Q% und Ni(P) identifiziert.
IDabei werden P und P*# identifiziert.
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Ni(uij) =75 = Na(ai)(777) 797" Nis(aj) ™"

Ist P ein B-zulassiger Modul und ein (N, *) ein A-zuldssiges Paar, dann ist die
Menge aller A-zuléassigen Paare identisch mit der Menge aller Paare (% o g, 5N),
wobei g : P — P ein B-Modulautomorphismus und 8 € H°(X, (’)/XX) ein globaler
Schnitt ist, so daf} fiir w € P gilt:

(w,g(w)"y € A und  Np({w,g(w)")) = BAEN(w)N(w)".

BEWEIS:

Ist P ein A-zuldssiger B-Modul, dann gilt P*5 = P und Ns(P) = O%, und es
gibt eine Norm N : P — O%1T und eine Involution * : P — PV# auf P, so daf
fir w e P gilt

(w,w™y € A, Np({w,w")) = N(w)"?N(w).

Ist I; ein Basisvektor von P(U;) fir ¢ € I mit [; = w;;l;, dann gibt es ein a; €
B(U;)* mit ¥ = l;a;. Hieraus folgt gemaf den Voraussetzungen:

a; = <llvll>az = <lzaizaz> = <l“l*> € A(Uz),

K3

Ng(a;) = Np({l;,[7)) = N(L)N(;)"",

K3

1 1 1

wo k5 ok f o f =1 e =1, =1 s _ 1, =1
ljuij =10 —lzaz—l]uij al—ljaj ug;a;, also u;! =aj ug; a;,

Ni(uij) = NN (1)

Damit folgen die behaupteten Bedingungen mit ~; = N(/;). Seien diese nun vor-
ausgesetzt. Dann folgt P*5 = P und Ng(P) = O, und gemaf 2.12 gilt fiir die
lokalen Basisvektoren /;a; von P:

_ 7 *B
liai = l]‘a]‘u

ij -

Im Beweis von 2.11 wurde gezeigt, dafl es dann eine Norm N : P — O% mit
N() = v = (v7%)"*Ng(a;) gibt, und nach 2.15 folgt, daB es eine Involution
*: P — PYmit [ = [;a; auf P gibt. Ftr b € B(U;) gilt dann:

(bl (BL)*) = (bl I6°8) = b(;, I)6™8 = b(l;, L;a;)b*"
= baib*g - ./4,

N(<bl“ (blz)*» = NB(baib*B) = NB(b)NB(ai)NB(b*B)

""Dabei werden O% und Np(P) identifiziert.
HDabei werden P und P*# identifiziert.
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= Ni(b)yi7; "N (b™) = Np(b)N ()N (L) Ns(b)™  ((16))
= N(bl;)N(bl;)*s.
Das heifit, fiir NV und * sind die Identitaten (32) und (33) erfiillt, und damit ist
die Existenz eines zuldssigen Paares gezeigt.

Die Aussage beziiglich der Eindeutigkeit folgt aus den entsprechenden Aussagen
aus 2.11 bzw. 2.15. O

2.21 Bemerkung

Sei P ein B-Linksmodul. Ein Homomorphismus & : P x P — B von Garben
von Mengen heifit Sesquilinearform auf P, falls A(U) : P(U) x P(U) — B(U)
fiir jede offene Teilmenge U C X eine Sesquilinearform ist, d. h. es gilt
h(U)(aw,bv) = ah(w,v)b*s fir v,w € PU), a,b € B(U). Jede Sesquilinear-
form h : P x P — B induziert vermoge (w, jn(v)) = h(w,v) einen B-Links-
modulhomomorphismus j;, : P — P¥ auf P, und jeder B-Linksmodulhomomor-
phismus j : P — PV liefert vermége h;(w,v) = (w, j(v)) eine Sesquilinearform
hj : P xP — B, und es gilt h;, = h und j,, = j. Dies bedeutet, man kann
die B-Linksmodulhomomorphismen von P nach PV kanonisch mit den Sesquili-
nearformen auf P identifizieren (vgl. [K1], I, (2.2)). Eine Sesquilinearform & heifit
regular, falls j; ein B-Modulisomorphismus ist.

Sei nun (Ng,#s,1) B-zulassig, (A,Ox) B-grof und P ein lokal freier B-
Linksmodul vom Rang 1 mit Ng(P) = O%. Dann ist P genau dann A-zulassig,
falls es eine Norm IV : P — O und eine regulére Sesquilinearform i : PxP — B

gibt, so daf} gilt:

h(w,w) € A,
Ng(h(w,w)) = N(w)N(w)*5.

Denn falls P A-zulissig ist, gilt P = P, und es gibt eine Norm N : P — O
und eine Involution, also einen B-Linksmodulisomorphismus j : P — PV, so daf
(32) und (33) erfillt sind. h; ist dann eine reguldre Sesquilinearform, und h;
und N erfiillen die geforderten Bedingungen. Ist andererseits N eine Norm auf
P und h eine reguldre Sesquilinearform mit den obigen Eigenschaften, dann ist
Jn @ P — PV ein Isomorphismus. Hieraus und nach 2.15 folgt P¥ & P = P=s,
also P 2 P*5. j) ist somit eine Involution auf P, und j, und N geniigen den

Bedingungen (32) und (33). O

2.22 Lemma
Sei (Np,#s,1) B-zuldssig, (A,Ox) B-groff, P ein A-zuldssiger B-Modul und

(N, ) A-zuldssig. Dann ist ¥ = *L : P — P eine Involution auf P, und fiir

29



(34) w™ = w.

(35) W™ = b,

(36) N(w) = N(w)s,

(37) W = w,

(38) W =

(39) (w, w)*E = (W™, w"),
(40) (w,w")w™ = N(w) ™ w
BEWEIS:

Nach Definition und 2.13 gilt: Ng(P) = Oy = NB(75), P = P~ P#s ynd
Prs = P = P#5 5! ist ein B-Linksmodulisomorphismus, also ist *=1 ein B-
Rechtsmodulisomorphismus, und damit eine Involution auf P. (34) und (35) sind
offensichtlich erfiillt. Wie iiblich sei [; fiir ¢ € I ein Basisvektor von P(U;), und
es gelte [; = w;;l;. Dann sind [F und l# Basisvektoren von P(Ui) und N(/;) ist
Einheit in O%(U;). Sei b € B(U;)* mit X = l#b. Dann gilt mit (20):

<lzvlz*> <Z“lz¢b> <lﬂlz¢>b N(li)bv

also 1= = I¥(1;, ) N(I;)~'. Damit erhilt man fiir b, 0’ € B(U;) baw. w € P:

(0l;, 7)™ = (b(L:, [7)b')™"
= "5 (1, )b" ((32), (30)(1))
<b’*Bl** [7o5) = <(ljb’)*, (bl;)"), also gilt (39).

T Yt

(bl #* = (1705 )% = (IF (1, )N (1) 67 )

= bEFE N (1) 21, ) s T

= b5 #8 N(1) 72N (L, )L, )Y TEN (1) ((13), (22))
= s B N (1) T N ()N (L) 5 (0, 1), ((33), (18))
= bFe (1, 1) N (1) B L ((32), 30)(1))

= (I (I, )TN (1))
= (IFp#s)* = (bl;)*, also gilt (37).

3t

W D — w%*#* — w#*7 also gilt (38)-

N((bl)") = N(567) = Na(b) N (1)
= Na(5)N (1) Na({L 7)) ((25))
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= Ni(b)"=N(1) "' N(L)N (1) ((33), (16))
= (Ng(b)N(1;))*® = N(bl;)**, also gilt (36).

(bliy (b)) (B )% = b(Li, 15)b (b1)#* = (IF6#eb(l,, )b
= (N (L) (L, 17) 7 N () (L, )07)™ = (LN (b))

K3 K3

= b5 N(bl;)™81; = N(bl;)"Pbl;, also gilt (40).

2.23 Theorem (Tits-Prozef})

Sei (Ng,#5,1) B-zuléssig, (A,Ox) B-grol, P ein A-zuldssiger B-Modul und
(N, %) A-zuldssig. N,#,#, % seien die nach 2.13 bzw. 2.22 induzierten Abbil-

dungen.

Definiert man
7:: AP,

T:=(1,0)e H'(X,T),

(a,w)* := (a¥5 — <w,w*>,w*# — aw)

= (a®5 — (w,w"),w" — aw)

fir « € A und w € P, so ist (N,#,I) eine kubische Form mit Adjunkter und
Basispunkt auf 7, und fiir die zugehérige Spurform gilt:

T((a,w), (e,v)) = Ts(a, e) + Ta((w,v")) + Ts((v, "))
fir a,c € A und v,w € P. Die hierdurch induzierte Ox-Jordan-Algebra
J(N,#,1) wird mit J(B, A, P, N, *) bezeichnet.
BEWEIS: ) B
A @ P ist als direkte Summe von Ox-Moduln ein Ox-Modul. N bzw. # ist eine
kubische bzw. quadratische Abbildung, da sie jeweils aus Polynomabbildungen

entsprechenden Grades zusammengesetzt ist.
Fir r € O gilt:

(T+r)(I+rm)P=04+r)1"+rE)=1+r) 1 +r8) =147 41" 4 rr*s.
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Wegen (1 4+ r)(1 4+ r*8), 1,rr*5 € Ox ((29)(ii)) ergibt sich damit r + r*# € Ox.
Dies impliziert in Verbindung mit (36):
N(w) —I—N(w*) = N(w) 4+ N(w)™® € Ox fiir w € P.

Hieraus und wegen (31) (i), (iii), (32) ist N somit eine kubische Form von 7 nach
Ox. (32) und (31) (ii) implizieren ferner, daf # eine quadratische Abbildung von
7nach jist.

Um nun zu zeigen, daf} (N g I) eine kubische Form mit Adjunkter und Ba-
sispunkt ist, ist die Giiltigkeit der Identitdten (1)—(5) nachzuweisen. Dazu wird
zunéchst DN berechnet. Seien = (a,w),y = (¢,v) € J und A € Ox. Dann gilt:

N(l‘ + Ay) = N((a,w) + Ale,v)) = N(a—l— Ac, w0 + Av)

= Np(a+ Ac) + N(w + Av) + N((w + Av)¥)
—Tg(a+ Ae, (w + Ao, (w + Av)*))

= Ni(a) + AD.Ng(a) + N D, Ng(c) + N> Ng(c)
+N(w) + AD,N(w) + )\szN(v) + )\SN(v)
+N(w*) 4+ ADys N(w*) + A2 Doye N(07) + NN (0%)
—Tg(a, (w,w"))
[Tl (0, 0%) + Tl (o, 0%) + Ti(a, o, 07))]
V[Tl 0,07)) + Tl 0,07)) + Ti(es o, 07))]
—NTg(e, (v,0%)).

Es ergibt sich also:

DyN(z) = D.Ngz(a) + D,N(w) + Dy N(w)
—Ts(c, {w,w)) = Ts(a, (v, w")) = Ts(a, (w,v"))
— T(a®®, ) + T( (o, w#)) + Ti( (%, v7)) — Ti(e, (0, %)
—Ts((v, w*a)) — Ti({aw,v")) ((3), (26), (27), (19))
= T(a®s — (w,w), ) + T({v, w™ —w*a)) + Ts((w** — aw,v*))
((35), (37))
= T(a®s — (w,w*),e) + Ts((v, (W — aw)™)) + Ts((w** — aw,v™)).

Damit erhalt man:

DyN(1) = Ts(1#5, ¢) = T(c).
Als néchstes wird D, Dy N(1) berechnet. Es gilt:

DyN(T + ) = DyN(l + Aa, Aw)
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= Ts((1 4+ Aa)*5 — Qw, (Aw)*), ¢)
(o, (o) — (14 Aa))"))
—I—TB(<()\w)#; — (1 + Xa) w,v™))

=Ts(1 + X1 xpa)+ \2q#5 )\2<w,w*>,c)
+7s((v, ()\zw#; —\w — )\zaw)*>)
—I—TB(O\Qw#; —Aw — Maw, v*Y))

=Tg(1,¢) + ATs(1 xga,c)+ )\QTB( #5 _ (w,w"), ¢)
(o)) + NPTl o, (e
—Ms({w,v*)) + N Ti((w # _ qw, v ).

Damit folgt

Dl,DyN(I) =Ts(1 xpa,c) — Te({v,w™)) — Tr({w,v™)).
GemiB der Definition der Spurform 7T erhilt man insgesamt:

T(x,y) = D.N(1)D,N(1) = D, D,N(1)
= Ts(a)Ts(c) = Ts(1 xp a,¢) + Ts((v,w")) + Ts((w, v7))
s(a)Ts(c) = Ts(Ts(a)l —a,¢) + Ts((v,w")) + Ts((w,07))  ((5))

)Ts(¢) — Ts(a)Tu(c) + Tis(a, ¢) + Tu({v, w™)) + Ts((w,v"))
= Ts(a,¢) + Ti({v,w")) + Ts({w,v7)).

Damit ist die Giiltigkeit der Formel fiir die Spurform gezeigt, und man erhalt
auflerdem:

T, y) = T((a** ~ (w0, w), w* — aw), (¢, v)) V
= Ts(a®® — (w,w*), ) + Ts((v, (wF — aw)*)) + Ts((w™* — aw,v*))
= D,N(z) ((37))

Die Identitat (3) ist also fiir (N, #, 1) erfiillt. Als néchstes wird (1) nachgerechnet.

o (a,w);"g;"E = (a5 — <w,w*>,w*# — aw)*

= ({0 — (i) P2 — (® — (07 — ),
(w*# wFE (a#B . <w,w*>)(w*# _ aw)).

a

— aw)
Fiir die A-Komponente erhélt man:

q#etts _ s g (w,w") + <w,w*>#5 _ <w*# w*#*>

Y
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= Ni(a)a — a#® x (w,w") + (wF,w#) = (w#, w#) 4 (W, w)a
+afw, ) — a{w, w)a (1), (24), (38), (37))
= Na(a)a + (w#, w#) — (w#,w#) + (w,w#)*a
+afw, w#) — a** x5 (w,w7) — a(w,w")a ((34), (39))
= [Ni(a) + N(w)™ + N(w)]a — Tis(a, (w, w*))a ((20), (14))
= [Ns(a) + N(w") + N(w) — Ts(a, (w, w"))]a ((36))
= N(a,w)a

Fiir die P-Komponente ergibt sich:
(w*#* — w*a)*'gE — q#nr# + aFBaw + (w, w*>w*# — (w, w)yaw

xw*a + (w*a)# — (w*a)# + Np(a)w 4+ N(w)Pw — (w, (aw)")

((38), (34), (40))
= [N(w) + Ns(a) + N(w*)w — w* X (aw)* — (w, (aw)*)w ((22), (36))
= [N(w) + N(a) + N(w*)]w — Ts((w, (aw)"))w ((28))
= [Ns(a) + N(w) + N(w*) = Ts((w, w”)a)]w
= [Ns(a) + N(w) + N(w") = Ta(a, (w, w"))Jw ((19))
N(a,w)w

Somit gilt (1) fir (N,#,I) (2) und (4) sind wegen N(1) = Ng(1) = 1 und
1# = (1#5,0) = (1,0) = 1 erfiillt. Damit bleibt nur noch die Giiltigkeit von (5)
zu beweisen.

((1,0) + (a,0)) " = (1,0)% = (a,w)*

= (14 a,w)* = (1,0) - (a,w)*

(1 + a)* = (w,w), w# = (14 a)w) - (1,0)
—(ar — <w,w*>,w*# — aw)

= (1 xga,—w) = (Ts(a)l —a,—w) = Tg(a)(1,0) — (a,
= T((a,w),(1,0))(1,0) = (a,w) = T(2, )T — 2z = T(x)I — x.

Ixz

w)

Hiermit ist alles gezeigt. O

2.24 Bemerkung

Ist J bzw. J ein Ox-Modul, (N, #,1) bZW.JN,%ﬁ,T) eine kubische Norm
mit Adjunkter und Basispunkt auf J bzw. J und f~: J — J ein Ox-
Modulhomomorphismus mit N(f(:z;)) = N(z) und f(2)* = f(a#) fir z € J
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und f(1) =1, soist f : J(N,#,1) — j(N,%ﬁ,l) ein Homomorphismus von
Jordan-Algebren.

BEWEIS:
Die Behauptung folgt sofort daraus, dafl

FU) : TN, #(U), ) — T(NU), #:(U), I|v)

fiir jede offene Teilmenge U von X ein Homomorphismus von Jordan-Algebren

ist (vgl. [M1]). O

Im néchsten Theorem wird die erste Tits-Konstruktion (vgl. [M1]) auf geringte
Raume verallgemeinert. Beim Beweis wird dabei so vorgegangen, daf} die erste
Tits-Konstruktion als Spezialfall des Tits-Prozesses betrachtet wird (vgl. [P-R1],
Theorem 3.5), wobei die Aussage natiirlich auch direkt gezeigt werden konnte.

2.25 Theorem (1. Tits-Konstruktion)

Sei (X,Ox) ein geringter Raum, A eine assoziative, unitire Ox-Algebra,
(Na,#4,1) eine kubische Form mit Adjunkter und Basispunkt auf A, P ein
A-Linksmodul vom Rang 1 mit N4(P) = Ox und N eine Norm auf P, wobei
At = T (N, #.4,1) und Na(zy) = Na(z)Na(y) fiir ,y € A gelte. N, #, # seien
die geméf 2.13 induzierten Abbildungen.

Definiert man

T =AaP@P,

T:=(1,0,0) € H*(X,J),

N(Gawﬂfi) 1= Na(a) + N(w) + N(0) = Tala, (w,0)),
(a,w,0)* = (a®4 — <w,w>,w# — aw,w® —wa

fira e A, we P, we P, so ist (N,#,T) eine kubische Form mit Adjunkter
und Basispunkt auf [J, und fiir die zugehérige Spurform gilt:

T((a,w, ), (c,v,0)) = Tula, c) + Tal((w,5)) + Ta((v, b)),

Die hierdurch induzierte Ox-Jordan-Algebra j(N,%é, 1) wird mit J(A, P, N)
bezeichnet.
Definiert man weiter

Oy :=0x @ Ox, (r,s)":=(s,r),

B:=Aq AP, (a,0) :=(c,a), lg:=(1,1),
Ns(a,c) := (Na(a), Na(c)), (a,e)*s := (a4, c*4),
O% = {(r,r) | r € Ox},
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fir r,5s € Ox, a,c € A, w € P, w € P, so erfilllen O%, B, *5, (Ns,#s,15),
(A°, 0%), P° und (N° %) die Voraussetzungen von Theorem 2.23, und es gilt
insbesondere

T (B, A°, P°, N, +°) = T (A, P, N).

BEWEIS:
Offensichtlich ist B eine assoziative unitdre O%-Algebra, *3 eine Involution auf

B bzw. O% und N : B — O% bzw. #5 : B — B eine kubische bzw. quadratische
Abbildung, wobei fiir a,d’, ¢, € A gilt:

(a,c)#e#s = (aFAFA FaFA) = (Ny(a)a, Na(c)e) = (Nala), Na(e))(a,c)
= Ng(a,c)(a,c),

TB ((a, ¢), (a', c’)) = (Tal(a, a'), Ta(e, c')) (Differentiationsregeln),

Dy, yNp(a,¢) = (DaNa(a), DaNa(c)) = (Ta(a®4, a’), Ta(c*4, )
= Ty ((a4,c*4), (', ¢)) = Ts((a.c)*", (d, ),

g xg(a,¢) = (1 xqa,1 xq¢)=(Tala)l —a,Talc)l —c)
= Tg(a,c)(1,1) = (a,c¢),

No(15) = (Na(1). Na(1)) = (1,1),
e = (#4140 = (1.1),

Nz ((a,c)(a’, c’)) = Ng(ad',d'c) = (N4(ad’
= (Nafa)Na(a'), Nae 9

Ni((a,c)™®) = Ns(c,a) = (Nalc), Na(a)) = (Na(a), Na(c))™
= (NB(CL,C))*B,

)) Nag(a,¢)Ng(a', ),

(a,c)(d, ) (a,c) = (ad'a,cc'c) = (Tala,a')a — a®* x4 a', Ta(c,)e — 4 x4 ¢)
= T5((ac), (@', ) (a,c) — (a,c)#? xp (d,C).

und 15 ist das Einselement der Algebra B. Folglich ist (Ng, #5, 15) eine B-zuldssi-
ge kubische Form mit Adjunkter und Basispunkt. Offensichtlich ist (A%, O%) ein
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B-grofies Paar und P° ein lokal freier B-Linksmodul vom Rang 1. Der Kozyk-
lus (u;;) reprasentiere nun die Isomorphieklasse von P in Picig A, und es gelte
l; = u;;l; mit lokalen Basisvektoren [; € P(U;). Dann gilt N(I;) = Na(u;;)N(1;),
und wegen N4(P) = Ox, d. h. N(I;) € O(U;)*, folgt Na(u;;) = N(L;)N(I;)~ .
Setzt man fiir ¢ € I v := (N(L), N([;)™'), so ist (v;) € COU,O%), und es gilt
%= (NN (L) =4

Gemaf 2.12 représentiert der Kozyklus ((u”,u” )) die Isomorphieklasse des B-
Moduls P°. Wegen

(u”7u”1)*5 = (ui—jlvuij) = (uij?ui—jl)_l
und
Ni(uij,ui;') = (Na(uij), Na(ui;) ') = (N(li)N(lj)_laN(li)_lN(lj)) =57

ist P? gemiB 2.20 A-zulédssig mit a; = 1. Da N eine Norm auf P ist, folgt sofort,

daB N eine Norm auf P° ist. Wegen PO~ P3P ist +° auBerdem offensichtlich
eine Involution auf P, und es gilt fiir w € P, w € P:

Folglich ist (N° %) A-zulassig. O%, B, *5, (Ng,#s,15), (A%, 0%), P° und
(N «0) erfullen also die Voraussetzungen von Theorem 2.23.

Um zu zeigen, dal J(A,P,N) eine Jordan-Algebra mit J(A,P,N) =
J(B, A%, P N° %) ist, geniigt es nach 2.24, einen Ox-Modulisomorphismus
[AGPOP — A 0P mit f(«) = f(e#) und NO(f(x)) = (N(x), N(x)) fiir
re AaP &P und f(1,0,0) = ((1,1),(0,0)), wobei N° bzw #° die Norm bzw.
Adjunkte von J (B, A% P° N° x°) bezeichne.

Definiert man #°: P° — PO, #0.P% — PO NO. PO O% und *° : P° — PO
durch:

= (w¥, W
# = (@,
N(w, w) = (N(w), N(w)),

Y

#)
#)

Y

(w0, w - (w,w),
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dann ist #° eine Adjunkte auf P, #° eine Adjunkte auf P°, N° eine Norm auf P°
und ¥° eine Involution auf P°, und es gelten die Bedingungen (20)—(22) und *° =
(#2)=1. Durch f(a,w,w) := ((a,a), (w, w)) wird nun ein Ox-Modulisomorphismus

fADPDP — A° @ P definiert, wobei gilt:
f(l, 0, 0) = ((17 1)7 (07 0))7

Fla,w,®)* = ((a,q), (w, @

= ((a, a)#® = {(w,®), (w,0)"), (10,0)"* — (a,a)(w, ®))
= ((a*4,a®4) = ((w, ), (10, w)), (0*, w#) — (aw, wa))

= ((a#A — (w, @), a®A — (w, W), (W — aw, w — Lba))
= f(a#A — <ui,1b>,w# — aw, w¥ — wa)

= f((a,w, w)*),

Damit ist alles gezeigt. O

2.26 Bemerkung
a) Unter den Voraussetzungen von 2.23 bzw. 2.25 gilt fir P € X:

J(B, A, P,N,x)p = T(Bp, Ap, Pp, Np, *p)

bzw.

j(Av,PvN)ng(“Apv,vaNp)v

wobel die rechte Seite ein Tits-Prozefl im Sinne von 2.2 bzw. eine erste Tits-
Konstruktion im Sinne von 2.3 {iber Op ist.

b) Sind (X, O%) und (X, Ox) lokal geringte Radume, B eine O -Azumaya-Algebra
vom konstanten Rang 9 mit einer Involution 3 und O als Ox-Modul lokal frei
vom konstanten Rang 2 mit H(O%, *5) = Ox, dann gilt

T (B, H(B,*3), P, N,*)p Qo, &(P) =
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T (Bp @0, £(P), H(Bp @0, £(P), (x5)p @ 1), Pp Go, £(P), Np @ Ixp @ 1),

wobei die rechte Seite eine zweite Tits-Konstruktion im Sinne von [M1] ist, d.h.
J(B,H(B,*3), P, N,*) ist eine Albert-Algebra iiber Ox.

Ist (X,Ox) ein lokal geringter Raum und A eine Ox-Azumaya-Algebra vom
konstanten Rang 9, dann gilt

TJ(A,P,N)p R0, &(P) = T(Ap @o, &(P),Pp @0, k(P), Np @ 1),

wobei die rechte Seite eine Albert-Algebra iiber £(P) ist, d.h. 7 (A, P, N) ist eine
Albert-Algebra tiber Ox.

2.27 Bemerkung

Sei (X, Ox) ein geringter Raum, * eine Involution auf Oy und J eine O x-Jordan-
Algebra. Ist ¢ : J — J eine Involution auf 7, d. h. ein Automorphismus von
Jordan-Algebren der Lange kleiner gleich 2, der * fortsetzt, dann ist die Garbe
H(T,o):={x € J | o(x) = x} der Fixelemente eine H(Ox, *)-Jordan-Algebra.

Im néchsten Theorem wird dargestellt, wie sich analog zu [M1], [P-R1], Theorem
3.6 der Tits-ProzeB in eine erste Tits-Konstruktion einbetten 148t.

2.28 Theorem

Seien B, OY%, *g, (Ng,#5,1), (A,Ox), P und (N,*) mit den gleichen Eigen-
schaften wie in 2.23 gegeben. Dann erfiillen B, O%, (Ng,#5,1), P und N ins-

besondere die Voraussetzungen von Theorem 2.25. Vermoge

(byw, )" = (b5, @, w*) fiir (b,w,w) € BHP O P
wird eine Involution * : J(B, P, N) — J(B,P, N) definiert, und es gilt:
J(B, AP, N,*x)=ZK CH(TB,P,N),*),

d. h. die Ox-Jordan-Algebra J (B, A, P, N, *) wird isomorph auf eine Ox-Jordan-
Algebra K abgebildet, wobei K eine Untergarbe der H(O, *z)-Jordan-Algebra
H(T (B, P,N),x*)ist. Fiir A = H(B,*g) gilt L = H(T(B,P,N),*).

BEWEIS:

Klar ist, dafl 5, (’)’X, (N, #5,1), Pund N die Voraussetzungen von 2.25 erfiillen,

und * B@P@P — B@OP @ P eine semilineare Bijektion ist. Bezeichnet N’ bzw.
#' die Norm bzw. Adjunkte von J(B,P, N), so gilt fiir (b,w,w) € BHP & P:

(b w, ) = (b2, 0", w* )
— (b*B#B <wv > “# NG V’?7w’?# _ w*b*zs)
= (b#7 — (w0, @)™, 0w — (0b)7, 0¥ — (bw)")
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= (b#5 — (w, ), 0¥ — bw, w¥ — wb)*

Y Y

e (b, w7 ﬁ))#/*,

N'((byw,0)*) = N'(b*5, 0%, w*)
= N(b™) + N(&") + N(w") = T(b™®, (&7, w))
= Na(b)* + N ()™ + N(w)*® — Ty(b, (w, 0))**

Nach Definition des U-Operators in J(B,P,N) ist der U-Operator also mit
« vertraglich, d. h. % ist eine Involution auf J(B,P,N). Gemafl 2.27 ist
H(T(B,P,N),*) damit eine H(OY,*g)-Jordan-Algebra. Weiter ist nach Vor-
aussetzung K = {(a,w,w”) | ¢« € A, w € P} eine Untergarbe von
H(T(B,P,N),*) = {(byw,w*) | b € H(B,*g), w € P} und ein Ox-Modul,
und es gilt fir (a, w, w*) € K:

(a,w,w*)#/ = (a5 — <w,w*>,w*# — aw,w? —w*a)

= Ng(a) + N(w) + N(w)™® — Tg(a, (w,w")) € Ox,
(1,0,0) € H°(X,K).

Folglich ist K eine Ox-Jordan-Algebra. Definiert man schliefilich f: AGP — K
durch f(a,w) := (a,w,w*) fir (a,w) € ABP,so0ist f ein Ox-Modulisomorphis-
mus, und es gilt fir (a,w) € A P, falls N bzw. # die Norm bzw. Adjunkte auf
J(B, A, P,N,x) bezeichnet:

f(a,w)#/ = (a,w,w*)#/ = (a®r — <w,w*>,w*# — aw, w¥ —w*a)

= f(a#B — <w,w*>,w*# —aw) = f((a,w)#),

N'(fla,0)) = N{ay0,0%) = Nia) + N(w) + N(w) — T, 0,07))
= N(a,w),

f(1,0) = (1,0,0).

Das heifit, f ist ein Isomorphismus von Ox-Jordan-Algebren. Damit ist alles
gezeigt. 0
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2.29 Beispiele

a) Seien O%, B, *p, (Ng,#5,1) und (A, Ox) mit den gleichen Voraussetzungen
wie in Theorem 2.23 gegeben. Nach 2.19 ist zB A-zuldssig, und die Menge der
A-zuldssigen Paare ist mit der Menge der Paare (uxg, 3Ng) identisch, fiir die
u e HY (X, A%), B € H°(X,0%) und Np(u) = 355 gilt. Die zu 3Ny gehorige
Adjunkte ist S#p, und wegen (gB)Y = By gilt (3Np)¥ = 37N (nach (25)) und
(B4#5)Y = B~ 45 (nach (24)). Bezeichnet N bzw. # die Norm bzw. die Adjunkte
der Ox-Jordan-Algebra J (B, A, gBB, BNg, u*g), so erhdlt man fir a € A, b€ B
wegen (b, Z> = bb fiir b € BB, b e Bg:

(a,b)F = (a®F — bub™, f~ (ub™=)#5 — ab)
= (a®5 — bub™s, BB %5y =1 — gb)

(Wegen 6_1(ub*8)#8 — 6_16*B#Bu#8 — 6_16*B#BNB(U)U_1 — 6_16*6#666*6u_1)7

N(a,b) = Ng(a) + BNs(b) + B Ng(ub™®) — T(a, bub™®)
= Ns(a) + BNs(b) + B Ny (b™5) — Tis(a, bub™)

(wegen 37 Ng(ubs) = 37 Nig(b™#) Nig(u) = B~ N(b)*#3577).

Dies entspricht dem Tits-ProzeB, wie er in [P-R1] (vgl. 2.2) definiert wurde.

b) Seien Ox, A und (Na,#.4,1) mit den gleichen Eigenschaften wie in Theo-
rem 2.25 gegeben. 4A ist ein global freier A-Linksmodul vom Rang 1 mit
Na(aA) = Ox. GemaB 2.11 entsprechen die Normen auf 4.4 genau den ku-
bischen Abbildungen 8N4, € H(X,0%). Die zu SN4 gehorige Adjunkte ist
B4 5, und wegen (4A)" = Ay gilt (BNg)Y = 7' N und (S#5)" = 37 #5. Be-
zeichnet N bzw. # die Norm bzw. Adjunkte der Jordan-Algebra J(A, 44, N),

so gilt fir ag, ay,ay € A wegen (ay, as) = araz:

(Go,ahaz)# = (G#A - a1a27ﬂ_1a#A - Cloéluﬂaih - Gzao)a

N(ag,a1,a2) = Nal(ao) + fNa(ar) + 5_1NA(G2) — Ta(ap, ayas).

Dies entspricht der urspriinglichen ersten Tits-Konstruktion (vgl. 2.3).
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3 Die erste und zweite Tits-Konstruktion von
Albert-Algebren iiber lokal geringten Raum-
en

In diesem Paragraphen wird bewiesen, dafl eine Albert-Algebra J = J (N, #,1)
tiber einem lokal geringten Raum (X, Ox) eine erste Tits-Konstruktion (im Sinne
von 2.25) ist, falls J eine Ox-Azumaya-Algebra vom konstanten Rang 9 enthélt,
bzw. ein Tits-Proze (im Sinne von 2.23) ist, falls J die Untergarbe der hermi-
teschen Elemente einer Oy-Azumaya-Algebra mit Involution * vom konstanten
Rang 9 enthélt, wobei H(O%,*) = Ox gilt, und O lokal frei vom konstan-
ten Rang 2 ist. Hierzu wird bendtigt, dafl eine Albert-Algebra tiber einem lokalen
Ring, die eine Azumaya-Algebra vom konstanten Rang 9 als Unteralgebra enthélt,
eine klassische erste Tits-Konstruktion (d. h. im Sinne von [P-R1], 3.5) ist.

Im folgenden bezeichne (X, Ox) bzw. (X, O ) einen lokal geringten Raum.

3.1 Definition

Eine unitare, assoziative Ox-Algebra A heifit Azumaya-Algebra, falls A als Ox-
Modul lokal frei von endlichem Rang und Ap ®@p, &(P) fiir jedes P € X eine
zentral-einfache Algebra tiber &(P) ist.

(su(J), ou) (vgl. [J3]) bezeichne die spezielle universelle Einhiillende einer Jordan-
Algebra J iiber R. Ist A eine unitéire, assoziative R-Algebra mit einer Involution *,
so heifit (A, *) perfekt (vgl. [J3]), falls (A, ) eine spezielle universelle Einhiillende
der Jordan-Algebra H(A, ) ist, wobei ¢ : H(A,*) — A die kanonische Einbettung

sel.

3.2 Satz

Sein € N, n > 3, A eine Azumaya-Algebra vom konstanten Rang n%, und *
bezeichne die Vertauschungsinvolution auf A@ A°. Dann ist (A& AP, x) perfekt.

BEWEIS:

Es gilt H(A@ A%, %) 2 A. 0 : A — A& A bezeichne die Diagonalabbildung.
Da A eine Azumaya-Algebra vom konstanten Rang ist, gibt es eine treuflache
étale R-Algebra S, so dal A @p S = Mat,(5) (vegl. [K1], S. 143) gilt. * @ g
ist eine Involution auf (A & A®) @r S = (A®r S) & (A ®@gr S)® mit H((A &
APY @RS+ @ 1g) 2 A®gr S = Mat,(5).Geméh einem Theorem von Martindale
(vgl. [J2], S. 124) ist (Mat,,(S) & Mat, (5)°, * @ lg) perfekt, d. h. (Mat,(S) &
Mat,,(5)°P, * @ 1) ist eine spezielle universelle Einhiillende von Mat,(5)*. Da
o: AT — A @ A°P eine assoziative Spezialisierung ist, gibt es einen eindeutig
bestimmten Homomorphismus f : su(A%) — A @ A° assoziativer R-Algebren.
Damit ist auch f @ g : su(A") @r S — (A®D A°P) @r S ein Homomorphismus
assoziativer R-Algebren. Da su(A%) @p S und (A @& A°P) @r S = Mat,(S5) @
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Mat,,(5)°P spezielle universelle Einhiillende von (A @& A°) @g S sind, ist f @ 1s
ein Isomorphismus. Folglich ist auch f ein Isomorphismus, da S treuflach {iber
R ist, d. h. es gibt einen eindeutig bestimmten Isomorphismus f : su(A*) —
A A°P assoziativer Algebren. Dies bedeutet, (A@ AP, o) ist spezielle universelle
Einhiillende der Jordan-Algebra A*. O

3.3 Lemma

Sei J = J(N,#,1) eine Jordan-Algebra iiber R und A eine Jordan-Unteralgebra
von J. A* bezeichne das orthogonale Komplement von A beziiglich der Spurform
T. Definiert man die Abbildung ¢ : A — Endg(AL)T durch g(a)(z) = —a x z fiir

z € At und a € A, dann ist g ein Homomorphismus von Jordan-Algebren.

BEWEIS:
Vegl. [P-R2], Lemma 3.2 (i). O

3.4 Bemerkung

Sei J eine Albert-Algebra tiber R. J enthalte eine Jordan-Unteralgebra der Form
AT, wobei A eine Azumaya-Algebra iiber R vom konstanten Rang 9 sei. Geméif
Satz 1.16 gilt J = J(N,#,1), wobei (N,#,1) eine kubische Form mit Adjunk-
ter und Basispunkt ist. Da A% eine Unteralgebra von J ist, erhilt man mit (7)
A* C A, also AT = J(N|a,#]|a,1). Nach Satz 1.12 ist N|4 bzw. T|4 mit der
reduzierten Norm bzw. Spur der Azumaya-Algebra A identisch. Durch die Zu-

ordnung a — T|axa(a,—) wird folglich ein Isomorphismus A — Homg(A, R)
definiert. Dies impliziert J = A @ A+ (als direkte Summe von R-Moduln). Be-
zeichnet pr, bzw. pr . die orthogonale Projektion von J auf A bzw. AL, so sind
r At — At mit r(2) = pryc (%) und ¢ : AL — A mit ¢(2) = pry(z¥) qua-
dratische Abbildungen, und es gilt z# = ¢(2) +r(2). Da N|4 mit der reduzierten
Norm auf A iibereinstimmt, folgt aulerdem, dal J(A,p) fir g € R* definiert
ist.

3.5 Lemma

Sei J eine Albert-Algebra iiber R und A eine Azumaya-Algebra iiber R vom
konstanten Rang 9 mit A* C J. Dann gelten fiir = € A+ und a € A die folgenden
Identitéten:

(41) g(—a x z) = aq(z)a,

(42) r(—a x z) = —a® x r(2),

(13) f(—ax 2r(2)) = ~N(2)a,

(14) (% 2, r(2) = gf=) % (a x =) — T(ag(2))-,
(45) r(r(z)) = N(2)z — q(z) x r(z),

(46) g(—a X z,2) = Usy(»(1),



(47) r(—a x z,2) = Uy ,5(1).

BEWEIS:
Wegen J = A @ AL,
N(a+z) = N(a)+ D,N(2) + D.N(a) + N(z) = N(a) + T(a*,2) + T(z*,a) + N(2)
= N(a) + T(q(z) + r(2),a) + N(z) = N(a) + T(q(),a) + N(z)
und
(a+2)F =a* +axz+:2¥=a +q(z)—a-z+r(z) fir a€ AT,z AL

erfilllen M = A+, N = N,q,r und a-z = —a x z die Voraussetzungen von [P-R2],
Lemma 3.3, und geméaf diesem Lemma folgen die Behauptungen. O

3.6 Theorem

Sei J eine Albert-Algebra tiber R. J enthalte eine Jordan-Unteralgebra der Form
AT, wobei A eine Azumaya-Algebra iiber R vom konstanten Rang 9 sei.

a) Ist [ € AL invertierbar, und gilt @ x (bx 1) = —ab x [ fiir alle a, b € A, und setzt
man u := N(I), so ist die Einbettung AT — .J eindeutig zu einem Isomorphismus
J(A, i) — J von Jordan-Algebren fortsetzbar. Dieser ist gegeben durch

(ag, a1, a9) — ag —ay X [ — ptay x L.

b) Ist (R, m) ein lokaler Ring, so gibt es immer ein invertierbares Element [ € A+
mit a X (b x 1) = —ab x [ fur alle a,b € A.

BEWEIS:

Im Fall, dafl R ein Korper ist, wurde die Behauptung von McCrimmon (vgl. [M2],
Theorem 8) gezeigt. Dieser Beweis wurde von Petersson und Racine (vgl. [P-R2],
Theorem 3.1) vereinfacht. Im folgenden wird im wesentlichen die Argumentation
von McCrimmon bzw. Petersson und Racine iibernommen.

Nach Bemerkung 3.4 gilt J = A @ A, und nach Lemma 3.3 ist die Abbildung
g: AT — Endr(Ah)*t, g(a)(z) = —axzfiira € A, 2 € A+ ein Homomorphismus
von Jordan-Algebren, insbesondere also eine assoziative Spezialisierung von A¥.
Da gemif} 3.2 A @& A° die spezielle universelle Einhiillende von AT ist, gibt es
also einen Homomorphismus ¢’ : A & A°? — Endg(A?') assoziativer Algebren, so
daf} das folgende Diagramm kommutiert:

A‘l' EHdR(AJ‘)-I_
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Definiert man nun die Abbildungen
g1 A— EndR(AL) und gy : AP — EndR(AL)

durch
01(a) = ¢(a,0) und gafa) = ¢/(0.0) firae A,

so sind folglich auch ¢; und g, Homomorphismen assoziativer Algebren. Hierbei
gilt:

(*) g1(a) 0 g2(b) = ¢'(a,0) 0 g'(0,b) = ¢'(0,0) = 0 = ga(b) 0 gu(a) fiir a,b € A,
Lar =g(1) = ¢'(1,1) = g1 (1) + g2(1),
g1(1) 0 g1(1) = ¢'(1,0) 0 ¢'(1,0) = ¢'(1.0) = g1 (1),
g92(1) 0 92(1) = g2(1).

Dies bedeutet, g1 (1) und ¢2(1) bilden ein Orthogonalsystem von Projektionen auf
AL, man erhilt also:

At = g(1)(AT) & g2(1)(AT).
Mit () ergibt sich fiir z € At und a € A:

g1(a)(g1(1)(2)) = (91(a) + g2(a))(g2(1)())
= g'(a,a)(91(1)(2)) = g(a)(91(1)(2)) = —a x g1 (1)(z)

und analog
g2(a)(92(1)(2)) = —a x g2(1)(2).

Wegen g:(a)(g:(1)(2)) = gi(1) 0 gi(a)(g:(1)(z)) fiir ¢ = 1,2 sind folglich die durch
gi(a)(z) :==gi(a)(z) = —a x z definierten Abbildungen

g, A — Endr(g:(1)(AT)) bzw. g : A® — Endg(g:(1)(A1))
wohldefiniert und Homomorphismen assoziativer Algebren. Dies bedeutet, ver-

mége ¢; bzw. ¢, wird auf g¢;(A*) bzw. go(At) eine A-Links- bzw. A-Rechts-
modulstruktur induziert. Insbesondere gilt also fiir a,b € A:

(48) ax(bxz)=—abxz firz € gl(l)(AL),
(49) a X (bXz)=—=ba x zg flrzy € 92(1)(AJ_).

Setzt man andererseits

M, :={z€ At | a x (bxz)=—abx z fiir a,b € A},
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My :={z¢€ At | a x (bx 2) = —ba x z fiir a,b € A},

dann ist M, bzw. M, beziiglich der durch —a x z fiir a € A, z € A* induzierten
Skalarmultipliation ein A-Links- bzw. A-Rechtsmodul.

Als néchstes wird M; = ¢(1)(AY) und My = go(1)(At) gezeigt. Wegen
G (1)(A%) C My und gy(1)(A5) C My und A* = g,(1)(A%) & gy(1)(A) geniigt
es My N My = {0} nachzuweisen. Sei also z € M; N M;. Nach Definition ist
Ann(z) ein zweiseitiges Ideal in A. Wegen —ab x z = —ba x z gilt [a, b] x z = 0 fiur
a,b € A, d. h. Ann(z) enthélt alle Kommutatoren von A. Gemaf [K1], S. 143 gibt
es nun eine treuflache R-Algebra S mit A®@pr S = Mats(.S). Ann(z) @g S ist dann
ein zweiseitiges Ideal in Mats(9), daf alle Kommutatoren enthélt. Da nach [K1],
S. 143 alle zweiseitigen Ideale in Mats(.S) die Form I Mats(S) mit einem Ideal
I C R haben, gibt es also ein Ideal [ in R mit Ann(z) ®@g S = I Mats(.5). Hieraus
folgt I = R, da Ann(z) @g S alle Kommutatoren (also z. B. [e;j, e;] = e; — €;)
enthélt. Dies impliziert Ann(z) @r S = Mats(S) = A @g 9, also Ann(z) = A, da
S treuflach iiber R ist. Damit folgt 0 = —1 x z = z, und es ist At = M; § M,
gezeigt.

Als nachstes wird

(50) q(2) =0, % =r(z) firze M UM,
bewiesen. Sei also z € My. Gemaf (41) und (48) gilt fiir a,b € A:
gla x (b x z)) =aq(—b x z)a = abq(z)ba = q(—ab x z) = abq(z)ab,

also abq(z)[a, b] = 0. Dies impliziert ¢'b'(¢(z) @ 15)[a'd'] = 0 fir «', 0/ € AQR S =
Mats(S). Wahlt man fiir o', ¥’ speziell die invertierbaren Elemente 1+¢;;, 1+ ¢
fir 4,5 = 1,2,3, ¢ # 7, so folgt ¢(z) @ 1 = 0, also ¢(z) = 0, da S treuflach tiber
R ist. Analog ergibt sich ¢(z) = 0 fiir z € M.

Als néchstes wird

M¥ c M,, M¥cM
gezeigt. Fir z € My gilt nach (42) und (48) fiir a,b € A:

a® x (0F x r(2)) = —a® xr(=bx z) =r(—a x (=b x 2)) = r(—ab x )
= —(ab)* x r(z) = =b*a¥* x r(z).
Wegen a=! = N(a) ta¥ fiir @ € AX erhilt man hieraus
ax (bxr(z))=—baxr(z) fira,be A",
folglich a x (b x r(z)) = —ba x r(z) fiir a,b € A (nach Koechers Prinzip, vgl. [J3],

3.7) und damit 2# = r(z) € Ms. Analog ergibt sich 2% ¢ M, fir z € Ms.
Sei nun (R, m) ein lokaler Ring. Dann ist J/m.J eine Albert-Algebra iiber R/m.
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Bezeichnet M| die analog zu M; definierte Menge der Albert-Algebra J/m.J {iber
R/m, dann gilt M| = M;/mM,;. GemaB [P-R2], S. 267, (2.20) enthalt M| und
damit auch M; invertierbare Elemente. Damit ist b) bewiesen.

R sei nun wieder beliebig und [ € M; invertierbar. Dann gilt r(I) = I* € M,.
Definiert man die Abbildung

fiABADA— A AxIdAxr()CJ
durch
fla,byc)i=a—bx1—putexr(l)mit p= N(I),
so ist f offensichtlich ein surjektiver R-Modulhomomorphismus. Ist 6 € A mit
bx[=0und ¢ € A mit ¢ xr(l) =0, dann folgt mit (10) und (11):
0=1%x(bx1)=Nb+ T# b)l = N(I)b,
0=1Ix(cxr())=1x(ex®)=Nec+T(l, e)l* = N(l)e,
also b =0 = ¢. Folglich ist f ein Modulisomorphismus. Als néchstes wird gezeigt,

da f ein Jordan-Homomorphismus von J(A, g) nach J ist. Dazu werden die
Linearisierungen von (46) und (47) benétigt. Fiir « € A und z,2’ € A* gilt:

(51) g(—axz,2 )Y+ q(—ax 2 z)= Uw(Z’Z/)(l),
(52) r(—axz,2)+r(—axz z)= UaJ(Z’Z/)(l).

Damit erhilt man fiir a,b,¢,@,b,¢ € A:

fla,b,e)* =(a—bx1—ptexr)*
= a¥ 1 (b x l)# + (,u_lc X r(l))# —ax(bxl)—ax (,u_lc x (1))
+(bx 1) x (,u_lc x (1))
# gbx ) +r(bxI)+ ,u_Qq(c x r(l)) + /L_Qr(c x () + abx 1
+putea x r(D) 4+ qbx Lip= e x r(D)) +r(bx 1,y e xr(l)) ((48), (49))

:a#—b#xr(l) 25"7E><r(r( ))—I—abxl—l—,u_lcaxr(l)

7 (= gl x (=b 5 D r(D) + Ui (1))

‘|‘,U_1( - T(— ( b x Z)v T(l)) + Ucr bxlr(l))(l)) ((42)’ (50)’ (51)’ (52))
= a* — b* xr(l) = p72F x (NI = q(l) x (1)) + ab x I+ p~ ca x r(I)

+u7t (= a(=cbx 1, r<1>> + Usenip(1)

+7t (= r(=eb x Lr(D) + Usgyxxt-a@u(1)) ((43), (44), (45), (48))
=a? — b xr(l) = p ' x4 abx 1+ ptea x r(l) 4 pt (N(l)cb — N(l)eb — N(l)bc)

7 (= q(1) x (b x r(1)) + T(cb, q(D)r(1) ((43), (44), (50))
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:a#—b#xr(l) ,ul#xl—l—abxl—l—,u caxr(l)—bc
= (a® — be) — (=t —ab) x | — p=H (ub® — ca) x (1)
= [((a,b,¢)%),

wobei # die Adjungierte von J (A, 1) bezeichne.

T(f(a,b,c),f(ﬁ,Z,E)) = T(a— bxl—ptexr(l), d—bxl—pu'ex r(l))
=T(a,d) — T(a,bx 1) = T(a,p~*¢ x r(1)) = T(bx 1,a)
+T(bx Lo x )+ T(bx 1, u~ & x r(l)) = T(p" e x r(l),a)
+1(p e x (1), b x ) + T (p™ e x (D), p='e x r(1))
= T(a,a)+T(Lbx (bx 1)+ p~ T(1,bx (€ x r(]))
(1

T T (r(1), e x (B x D) + 2T (r(1), e x (& < r(1))) ((9))
= T(a,a) + T(1,—bb x 1) + p~*T(l, —&b x (1))

+u T (e (1), —cb < 1) + p=?T(r(1), —éc x r(1)) ((48), (49))
= T(a,a)+T( x 1,—bb) + u~"T'(l x r(l), —cb)

+u T (r(1) % 1 —cb) + p 72T (r(1) x r(1), —2e) ((9))
= T(a,a) — p~YT(1 x I#,b) — p~2T(I# x 1, cb)
=T(a,d) — p ' T(=N()1,) — p~*T(=N(I)1, cb) ((12))

= T(a,d) + T(&,b) + T(c.b)
= T((a,b,¢),(a@5,2)).

wobei T die Spurform von J(A, p) bezeichne. Da f also mit den Adjunkten
und Spurformen vertraglich ist, folgt, dafl f ein Homomorphismus von Jordan-
Algebren, insgesamt also ein Isomorphismus von Jordan-Algebren ist. Da die
Spurform einer Albert-Algebra nichtausgeartet ist, folgt dafl 7' sowohl auf Bild
f als auch auf J nichtausgeartet ist, dafl also Bild f = J gilt. Damit ist alles
gezeigt. 0

3.7 Bemerkung

Sei &€ ein lokal freier Oyx-Modul. Gilt fir die Ox-Untermoduln F und F’ von &€
E=F & F, dann sind auch F und F’ lokal frei. O

3.8 Bemerkung
Sei J = J(N,#,1) eine Albert-Algebra tiber Ox. J enthalte eine Unteralgebra

der Form A", wobei A eine Azumaya-Algebra iiber Ox vom konstanten Rang
9 sei. Dann gilt nach (7) A* C A, also A* = J(N|a,#4,1). GemiB 1.12 und
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1.13 ist fiir jedes P € X (N|4)p mit der reduzierten Norm von Ap identisch, also
N|a(ab) = N|a(a)N|a(b) fiir a,b € A.

3.9 Theorem
Sei J = J(Ng,#7,1) eine Albert-Algebra iiber Ox. J enthalte eine Unteral-

gebra der Form AT, wobei A eine Azumaya-Algebra iiber Ox vom konstanten
Rang 9 sei. Dann gibt es einen lokal freien A-Linksmodul P vom Rang 1 mit
N7|a(P) = Ox und eine Norm N auf P, so daB die kanonische Einbettung
A — T zu einem Isomorphismus J (A, P, N) — J fortsetzbar ist.

BEWEIS:
Fiir jedes P € X gilt geméaf 3.4 und 3.6

(%) JIp=Ap & (Ap)t = Ap & Mpy & Mps,

wobei (Ap)* das orthogonale Komplement von Ap beziiglich der Spurform (7'7)p
bezeichne, und Mp; bzw. Mp, durch

Mpy:={s€ (Ap)t | axbxs=—abx s fiir a,b € Ap} bzw.
Mpy:={s € (Ap)* | a xbxs=—ba x s fiir a,b € Ap}

definiert sei (wobei x die Bilinearisierung von # 7 bezeichne). Setzt man nun fiir
jede offene Teilmenge U von X

HY(U,AY) == {w € HY(U,J) | wp € (Ap)* fiix P € U},

so erhilt man zunichst einen Ox-Modul At und dann analog Ox-Moduln

My, M, mittels
H(U, M) = {w e H(U, A") | wp € Mp, fiir P € U},
HO(U, M) = {w e H°(U, AY) | wp € Mp, fiir P € U}.

Offensichtlich gilt (M;)p C Mp,; fir t = 1,2 und P € X.
Als néchstes wird die Gleichheit dieser Mengen gezeigt. Sei also P € X und
s € Mp;. Dann gibt es eine offene Teilmenge U von X und ein Element w &

H°(U, At) mit wp = s. Ohne Einschrinkung sei A(U) ein freier Ox-Modul mit
Basis eq,...,e9 € A(U). Nach Voraussetzung gilt dann

Tj((ei)p,wp) =0 und

(er)p X (€j)p X wp = —¢; pejp X wp fiir 1 <4,5 <9.
Dies bedeutet, es gibt eine offene Teilmenge V' C U mit P € V und

Tr(eilv,wly) =0,
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eillv X ejly X wly = —eilveslv x wly,

also

T7((ei)q,wq) =0,
(ei)Q X (6]‘)@ X wg = —(ei)Q(ej)Q X wq fir Q cVund 1 < Z,j < 9.

Nach Definition von M; erhdlt man damit w|y € H°(V, M;), also wp = s €
(M1)p. Analog ergibt sich Mpy C (My)p. Folglich gilt Mp, = (M,;)p fixr P € X
und ¢ = 1,2. Gemaf (x) impliziert dies

T=Ap At = A® M, & M,.

Nach Bemerkung 3.7 sind die Ox-Moduln M; und My aulerdem inshesondere
lokal frei vom konstanten Rang 9. Vermoge der Skalarmultiplikation A x M; —
M; mit (a, w) — —axw fiir ¢ = 1,2 wird My bzw. My zu einem A-Links- bzw. A-
Rechtsmodul. Gemaf 3.6 gibt es zu jedem P € X ein invertierbares Element [(F) €
(Mi)p, so dal die kanonische Einbettung Ap — Jp zu einem Isomorphismus

J(Ap,pp) — Jp fortsetzbar ist mit up = NJJD(Z(P)) und (0,1,0) — 1), Sej
nun U eine offene Umgebung von P, so daf A(U) und M;(U), ¢ = 1,2, frei sind,
und [ € My(U) N JWU)* mit Ip = I(P) gilt. Dann ist (#7 ¢ My (U), und die
Abbildungen
o1: Alp — My, ar— —ax
wr: Aly — Myly, a— —a x [#7

sind Ox-Modulisomorphismen . Da ¢ ein A-Links- und ¢, ein A-Rechtsmo-
dulisomorphismus ist, folgt, dafi My bzw. M ein lokal freier A-Links bzw. A-
Rechtsmodul vom Rang 1 ist.
Sei nun U = (U;);e1 eine offene Uberdeckung von X, so dafi My (U;) und M (U;)
als A(U;)-Moduln frei, und [; € My (U;) N T (U;)* ein Basisvektor von My (U;)
ist. Es gelte [; = —u;; x [; auf U;; mit u;; € HY(Uy;;, A*). Wegen J (Ap, pp) = Jp
mit up := Nz p((l;)p) fix P € U; gilt fir a,b € A(U;) (da die entsprechenden
Gleichungen in J(Ap, pp) Giiltigkeit besitzen):

Ng(—a x ;) = Ny(a)Nz(l;),

Ny(—a x [¥7) = Ny(a)Ng (IF),

(—a x li)#J = —a*7 x ZZ#J,

(—a x F7)#7 = _g#7  [FT#T

(—a x 1) x (=bx IF7) = aN(I)b = a(l; x I¥7)b,
und lfj € My(U;) N T (U;)* ist ein Basisvektor von My(U;). Hieraus folgt

Nzla(uiy) = No(L)N7 (L),
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also Nyja(My) 2 Ox, und N = Ny : My — Oy ist eine Norm auf M;.
AufBlerdem ist die Abbildung

My x My — A, (wy,w3) — (wy,ws) := —wq X Wy
wohldefiniert mit
(—a X w1, —b X ws) = alwy,wz)b fir a,b€ A, w; € M1 =1,2,

und die durch <, > induzierte Abbildung M, — M, ist ein A-Rechtsmodul-

isomorphismus. Identifiziert man beziiglich dieses Isomorphismus M, = My,
so entspricht <, > der kanonischen Abbildung von M; x M; in A, und mit den

obigen Formeln rechnet man nach, daB # = # 7|, , # = #7|m, und N = Ng|a,
die Bedingungen (20)—(22) erfiillen, also identisch mit den durch N gemif} 2.13
induzierten Abbildungen sind.

frABM My — T, fla,w, ) =a+w+ b
ist ein Ox-Modulhomomorphismus, und wegen
j(A,Ml,N)pgj(Ap,ﬂp)gjp fUI’PEUZ

ist f: J(A, M1, N)— T ein Isomorphismus von Jordan-Algebren. O

3.10 Bemerkung
Sei J = J(Ng,#7,1) eine Albert-Algebra tiber Ox. J enthalte eine Unteralge-

bra der Form H(B, *g), wobei B eine Azumaya-Algebra tiber O vom konstanten

Rang 9 mit einer Involution *;5 und O% eine Ox-Algebra vom konstanten Rang 2
mit H(O%, *5) = Ox sei. GemaB 1.11 ¢) ist J' = J @o, O% eine Albert-Algebra
tiber O%, und es gilt J' = T (Ngr, #5:,1"), wobei Ny bzw. # 7 die Erweiterung
von N7 bzw. #7 auf O bezeichne. ' = 1@z ist eine Involution auf J'. Gemé&s
[K1], I. (1.3.6) gibt es zu jedem P € X ein Element () € O%, so daBf 1, 2(") eine
Basis von O ist. Hieraus folgt

BP = H(Bp, (*B)p)—I-Z(P)H(BP, (*B)P) = H(Bp, (*B)p)®op(’)}3 (als O};—Moduln),
weil die entsprechende Gleichung in B(P) gilt, und
Tp=Tp+20Tp = H(Tp, %p) + 2V H(Tp, +p).

Folglich ist H(J', ') = J und BT = H(B,*5) @ O% (als Jordan-Algebren iiber
O%), J' enthilt BT als Unteralgebra, und es ist |z = *5. Nach Definition von
" gilt weiter fir w € J":

w*/#J’ — w#f'*/7
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Nj/(w*/) = Nj/(w)*g.

Wegen BT = J(Ngi|g, #7|5,1") ist fix P € X (Ng|g)p mit der reduzierten
Norm von Bp identisch, d. h. es gilt Ng/|g(a,b) = Ng/|g(a)Ng|s(b). Auller-
dem fOlgt Nj/|3(b*5) = Nj/|3(b)*5 fir b € B. Dies bedeutet, (Nj/|3,#j/|3,1/)
ist B-zuldssig. Wegen N7/(H(B,*5)) C Ox und H(B,*3)*7" C H(B,*s) ist
(H(B,*3),Ox) B-grof.

3.11 Theorem
Sei J = J(Ng,#7,1) eine Albert-Algebra tiber Ox. J enthalte eine Unteralge-

bra der Form H(B, *g), wobei B eine Azumaya-Algebra tiber O vom konstanten
Rang 9 mit einer Involution %z und O% eine Ox-Algebra vom konstanten Rang 2
mit H(B,*3) = Ox sei. Dann gibt es einen H(B, *z)-zuldssigen B-Linksmodul P
vom Rang 1 und ein H(B, *z)-zulassiges Paar (N, *), so daf} die kanonische Ein-
bettung H(B,*5) — J zu einem Isomorphismus J (B, H(B,*5), P, N,*) — J

fortsetzbar ist.

BEWEIS:

Mit den Bezeichnungen von 3.10 ist J' geméfl 3.10 eine Albert-Algebra {iber
O, die Bt als Unteralgebra enthilt. ' = 1 @ * ist eine Involution auf J' mit
H(j/, >I</) = j Weiter gllt B+ = j(Nj/|B,#j/|B, 1/), (Nj/|3,#j/|3, 1/) st B-
zuldssig, und H(B, *g) ist B-groB. Gemaf dem Beweis von Theorem 3.9 ist dann

n:JB,M,N)— T (byw,0)— b+w+w

ein Isomorphismus von Jordan-Algebren {iber O, wobei My, M5 und N analog
wie in 3.9 definiert seien, d. h.

HY(U,My) ={we H'(U,BY) | a x b x wp = —ab x wp fiir a,b € Bp, P € U}

(wobei x die Bilinearisierung von # 7/ bezeichne). Wegen w*#5 = w#7'*' (nach
3.10) gilt

! !

(+) (w x 0) =w x o firv,we J.

Hieraus folgt

! !

*53 x5 * ' * xXB _*p3 *
SoP X 878 X 8T = (80 X 81 X 8)" = (—80s1 X 8)° = —s18spF X s

fiir sg,s1 € Bp, s € My p, P € X, also w* € M, fiir w € My, und analog
w* € My fiir w € My, Da # eine Involution auf J = B & M; & M, ist,
folgt mit (4), daB * : M; — M, ein B-Linksmodulisomorphismus ist. Dies
bedeutet M7? = My = M, = ./\/l—lv, und *g/| a4, ist eine Involution auf M; (nach

Identifikation von M; und Ms). Weiter erhdlt man mit (+) fiir w € My:

! ! !

(w,w" )™ = (—w X w" )"

!

'
= —w" Xw=—wxw",
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also (w,w*) € H(B, x5), und (wegen (25), 3.10)

N7 ((w,w")) = Np(w)Nr(w”) = Nr(w)Nr(w)™.
Wegen N%|g(M;) = O folgt damit insgesamt, dal M, ein H(B, *3)-zuléssiger
Modul, und (N’,*) mit N' = Ng|g und * = *'|pq, ein H(B, *p)-zuldssiges Paar
ist.

Bezeichnet % die Involution von 2.28, dann gilt n o * = %" o, d.h. n induziert
einen Isomorphismus

H(j(Bv My, N)v ;) = H(jlv */)7
woraus mit 2.28 und 3.10 folgt:

H(T (B, H(B, *5), My, N, ) = H(T (B, My, N), %) = H(T',+') = J.
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4 Beispiele

In diesem Paragraphen werden Beispiele des Tits-Prozesses beschrieben. Als An-
wendung erhélt man Jordan-Algebren, insbesondere auch exzeptionelle Jordan-
Algebren mit groflem Radikal.

(X, Ox) sei ein lokal geringter Raum.

4.1 Beispiel (vgl. [P-R1], Beispiele 2.1, 4.1 (ii))

Vermége N(ry,72,73) = rirers, (11,72, 73)%4 = (ror3, m3r, rire) und 1 = (1,1, 1)
wird eine kubische Form (N4, #.4,1) mit Adjunkter und Basispunkt auf A =
Ox & Ox & Ox definiert, und es gilt AT = (’)} e (’)} GOt = T(Na,#4,1)
und Ny(ab) = Na(a)Na(b) fir a,b € A. Sei nun P; fir ¢ = 1,2,3 ein lokal
freier Ox-Modul vom Rang 1, und es gelte P; @ Py, @ P3 = Ox. Dann ist P =
P& Py Ps ein lokal freier A-Modul vom Rang 1 mit N4(P) = P1@P,@Ps = Ox.
Wé&hlt man einen Isomorphismus a : Py ® Py @ P3 — Ox, dann wird vermoge
N(z,y,z) = a(z @y ®@z) eine Norm N : P — Ox auf P definiert. Damit sind die
Voraussetzungen von Theorem 2.25 erfiillt, d. h. man erhélt eine Jordan-Algebra

T (A, P,N), wobei fir a € A, w e P, w € P gilt:

(a,w,d)* = (a®A — (w, W), 0 — aw, w? — wa)
mit
(#,9,2)F =(§©%201,807),
N(#,9,2) =20y © 2,

fur (v,y,2) € P, (%,9,%) € P =P, & Py & Ps. Hierbei werden die kanonischen
Identifikationen P; @ P; & Py und P; @ P; & Py fiir 4, 5,1 = 1,2,3, i, j, [ paarweise

verschieden, verwendet. O

4.2 Beispiel

Sei € ein lokal freier Ox-Modul vom Rang 3. Dann ist A = Endx(€) eine
Azumaya-Algebra vom konstanten Rang 9, und es gilt A* = J(Na, #4,1), wo-
bei Ny bzw. # 4 die gewohnliche Determinante bzw. Adjunkte ist. Inshesondere
gilt dann N4(ab) = Na(a)N4(b) fir a,b € A. Alle lokal freien A-Linksmoduln

vom Rang 1 sind von der Form

P=EQF =Homx(F,E),
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wobei F ein lokal freier Ox-Modul vom Rang 3 ist. Dabei gilt N4(P) = det £ @
(det F)V. Das heift, es ist N4(P) = Ox genau dann, falls es einen Isomorphismus
a : det & — det F gibt. Sei nun F ein lokal freier A-Linksmodul vom Rang 1 und
a : det & — det F ein Isomorphismus. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte

kubische Abbildung N : P — Ox, die der Bedingung

(aodet)(g) = N(g)laee

fir ¢ € P = Hom(F,E) geniigt. N ist eine Norm auf P. Damit sind die Vor-
aussetzungen von Theorem 2.25 erfiillt, d. h. man erhélt eine Jordan-Algebra

J(A, P,N). Dabei gilt:

P =E@F =Homx(E,F),
(9,f) =gof firgeP, feP.

Fiir die zu N gehorige Adjunkte # : P — P erhalt man:
gog? = N(g)le fir g € P.

Nach 2.26 ist J(A, P, N) eine Albert-Algebra. O

4.3 Bemerkung

Sei k ein Korper und X eine Kurve (d. h. ein geometrisch integres, vollstandiges,
glattes Schema der Dimension 1) tiber k. X habe Geschlecht 0. Dann enhélt
X immer abgeschlossene Punkte vom Grad kleiner gleich 2, und X ist genau
dann rational (d. h. isomorph zu der projektiven Geraden P iiber k), falls X
rationale Punkte, also Punkte vom Grad 1, enthéalt. Sei nun Py € X ein Punkt
von minimalem Grad. Fiir einen Divisor D auf X bezeichne £(D) den zu D
gehorigen invertierbaren O x-Modul. Die Zuordnung m +— L(mFy) induziert einen
[somorphismus Z—= Pic X.

Ist X rational, dann 18t sich jeder lokal freie Ox-Modul von endlichem Rang in
eine direkte Summe von Geradenbiindeln zerlegen, d. h. die [somorphieklassen der
lokal freien unzerlegbaren Ox-Moduln entsprechen den Isomorphieklassen lokal
freier Ox-Moduln vom Rang 1. Zu jedem lokal freien Ox-Modul vom Rang r gibt
es also Zahlen mq,...,m, € Z, so daf} gilt

g = E(mlpo) D...D ﬁ(mTP())

Sei nun X nicht rational. Dann lassen sich die Isomorphieklassen der lokal freien
Ox-Moduln von endlichem Rang nach [T] folgendermafien beschreiben. Jeder
lokal freie Ox-Modul vom Rang grofler gleich 3 ist zerlegbar. Durch folgende
Daten wird ein unzerlegbarer lokal freier Ox-Modul & vom Rang 2 gegeben.
Ist k(X) der Funktionenkorper von X, t ein Ortsparameter von X in P, und
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f € OF so, daB f(Fp) ein erzeugendes Element von &(Fp) iiber k ist, dann sei &
die Untergarbe der konstanten Garbe (X )? der Spaltenvektoren, die aulerhalb
Py mit O% iibereinstimmt und deren Halm in Py der freie Op,-Modul sei, der von

-1
(é) ) (tt_lf) erzeugt wird. Die Isomorphieklassen der unzerlegbaren lokal freien

Ox-Moduln vom Rang 2 entsprechen dann den Isomorphieklassen der Moduln
L(mPy) @ &, m € Z. Dies bedeutet, zu jedem lokal freien Ox-Modul vom Rang

r gibt es Zahlen mq,... ,mg,ny,...,ny € Z mit s + 2t = r und

E%E(mlpo)@@,C(mspo)@ﬁ(nlpo)(@&)@@E(ntpo)(@go O

4.4 Beispiel

Sei k ein Koérper, X eine nichtrationale Kurve vom Geschlecht Null iiber & und
Py ein Punkt von minimalem Grad. £ und F seien lokal freie Ox-Moduln vom

Rang 3. Gemaf 4.3 gilt dann

E=L(m1Py)@E B L(mePy) oder &= L(ni1Py) P L(n2Po) B L(nsFy)
und
F =L(kiFy) @& & L(ksPy) oder F=L(I1FP) & LILF) S L(IF).
Hieraus folgt

det g = det(/:(mlpo) X 50) X ﬁ(mgpo)
= E(lepo) ® ﬁ(Po) ® ﬁ(mgpo)
oder
det g = ﬁ(nlpo) X ﬁ(ngpo) X ﬁ(ngpo) = ,C((nl + N9 + ng)Po)

und
detf = ﬁ((le + 1 + kQ)Po) oder detf = E((ll + 12 + lg)Po)

Dies bedeutet, es gibt genau dann einen Isomorphismus « : det £ — det F, falls
einer der vier folgenden Félle vorliegt:

1) g = ,C(mlpo) & 50 D ,C(mzpo), F == ,C(klpo) & gg D /:,(kgpo),
2mq + mg = 2k + ko,

11) g = ,C(mlpo) & 50 D ,C(mzpo), F = ,C(leo) D /:,(ZQP()) D ,C(lgpo),
2+ 14+ me=0L+ 1L+ 15,

111) g = ﬁ(nlpo) @ ﬁ(ngpo) @ ﬁ(n:gpo), F - E(klpo) ® 50 @ E(kzpo),
ni+ng +ns =2k + 1+ ko,
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iV) g = ﬁ(nlpo) @ ﬁ(ngpo) @ ﬁ(ngpo), F = E(llpo) @ ﬁ(lgpo) @ ﬁ(lgpo),
ni+ne+ns=hL+10+1s

Geméif Beispiel 4.2 ist in diesen Féllen J (A, P, N) fir A = Endx(E) und P =
Homx (F, &) eine Albert-Algebra iiber X. A& P & P ist dabei isomorph zu

: End(&)  L(—aPy) ® &
2 ( L(aPy) @ & Ox )
( (bPy) @ End(Ey) L((=2b—a)Po) © 50)
L((a+b)Py) @ & L(—2bF,)
(

bPy) @ End(&) L((—a —b)Py) © &
(L‘((Zb +a)Py) @ & L(20Py) )

mit a = my —my, b=mq — kq,

.. End(&) L(—aPy) @&
if) (,C(aPo) ® & Ox )

- (,C(bPo)@Eo L(cPy) @ & ,C(—(a—l—b+c—|—1)P0)®Eo)
L((a+b)F) L((a+ c)f) L(=(b+c+ 1))

L(=bPy) @ & L(—(a+b)R)
ot ( L(—cPy) ® & L(—(a+c)P) )
La+b+ec+1)P)@& L((b+ec+1)P)

mit a = my —my, b=mq — 1, c=my — [y,

OX E(GP()) ;C(bPO)
(E(GP()) OX ﬁ((b— G)Po))
E(—bpo) ﬁ( a — b)Pg) OX

(
( L(cP) @&  L(a+b—2ec+ 1)P0))
D

iii)

VP) @&  L((b—2c+ 1))
L(e=bPR)@& L(la—2c+1)F)

L(—cFy) @ & L((a—c)P) @& L((b—c)Py) @ &
PNL(@e—a—b—1)P) L((2c—b—1)Py) L((2¢—a—1)Py)

mit a = ny —ng, b=ny —ns, ¢ =ny — kq,
OX E(GP()) ﬁ(bPo)
iv)

L(—aly) Ox L((b— a)Pp)
L(~bPy) L((a—b)P) Ox
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L(cFy) L((a+d)Py) L((b—c—d)F)
& | L((c—a)F) L(dFy) L((b—a—c— d)Po))
L((c=b)P) L((a—b+d)F) L((—c—d)P)
L(—cFy) L((a—c)Py) L((b—c)FR) )
&) L((—a—d)P) L(—dPy) L((b—a—d)P)
L(=b+c+d)Fy) L(a—b+c+d)F) L((c+d)Fy)
mita =ny —ng, b=ny —ns, c=ny — 1, d =ny — [s. O

Als néchstes werden mit Hilfe der ersten Tits-Konstruktion Albert-Algebren {iber
dem n-dimensionalen projektiven Raum tiber einem Ring R konstruiert, deren
globale Schnitte Jordan-Algebren tiber R liefern.

4.5 Beispiel

X = P} bezeichne den n-dimensionalen projektiven Raum iiber R, d. h. es ist
X = Proj S mit S = R[Ty,...,T,]. Fir m € Z ist Ox(m) ein lokal freier Ox-
Modul vom Rang 1. Seien nun nq, ng, ns3, l1, (5, ls € Z mit ny+ny+ns = [+ 1+ 15.
Dann sind € = Ox(n1) & Ox(n2) & Ox(ns) und F = Ox(lh) & Ox(lz) & Ox(Is)
lokal freie Ox-Moduln vom Rang 3, und die Multiplikation in S liefert kanonische

Isomorphismen
det & = OX(n1 + ng + n3) = OX(ll + 12 + 13) = detf

Geméaf Beispiel 4.2 ist dann J(A, P, N) eine Albert-Algebra tiber X fiir A =
Endo, (€) und P = Homoe, (F,E). Setzt man analog wie in 4.4 iv)

a=mn1—ng, b=ny—n3, c=ny— 11, d=ny— Iy,
so gilt
OX O)((a) OX(b)
A@'P@ﬁ% (O)((a) OX OX(Z)CL))
Ox(=b) Ox(a—0b) Ox
OX(C) OX(CL—I-d) OX(b—C—d) )

& | Ox(c—a) Ox(d) Ox(b—a—c—d)

OX(C—Z)) OX(CL—Z)—I-d) OX(—C—d)
Ox(—c¢) Ox(a —¢) Ox(b—¢) )

T Ox(—a—d) Ox(—d) Ox(b—a—d)
Ox(=b+c+d) Ox(a—b+c+d) Ox(c+d)

Geht man zu den globalen Schnitten tiber, so erhdlt man Jordan-Algebren {iber

R, die als R-Moduln frei und endlich erzeugt sind. Wegen

S, firm>0

HO(X,OX(W)):{ 0 firm<0
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und rangp S, = (m:”) gilt rangp J > 27 fir J .= J(A, P, N). Wahlt man nun
die Parameter a,b,c,d € Z so, daf} sich Jordan-Algebren wie in der folgenden
Liste ergeben, dann sind diese s-exzeptionell (im Sinne von [J3]). Dies gilt auch
fiir alle Typen, die man aus den angegebenen erhilt, indem man in der zweiten
Matrix beliebige Zeilen- bzw. Spaltenvertauschungen vornimmt, und in der ersten
und dritten Matrix die entsprechenden Komponentenvertauschungen durchfiihrt,
wobel einer Zeilenvertauschung Z; < Z; in der zweiten Matrix die Spaltenvertau-
schung S; « 5, in der dritten Matrix und die Vertauschung der Komponenten
a; < aj; in der ersten Matrix und einer Spaltenvertauschung S; < 5; in der
zweiten Matrix die Zeilenvertauschung 7; < Z; in der dritten Matrix und kei-
ner Anderung der ersten Matrix entspricht. R bzw. * bzw. 0 symbolisiere dabei,
dafl die Parameter a,b,c,d € Z so gewdhlt werden, dafl fiir die entsprechende
Komponente Ox(m) gilt m = 0 bzw. m > 0 bzw. m < 0.

[a=b=0.

1) c=d=0.
J = Hs(Zor(R)).

R * 0 R RR
2) J=Matz(R)Y@ | R+«0]®|[0 0 0].
R 0 * kK
* 0 000
3) i) J =Mats(R) & * 0| & 0
* % 0 * k%
00 000
ii) J = Mats(R) & 00D * * %
00 * ok ok
M (a=0,b6#0) V (¢#0, b=0) V (a=0b#0).
R R x R R x R R x
1) i) J=|RR*x |G| RR*x|®|RR *|.
00 R 00 R 00 R
R RO R RO R RO
i) J=|RRO|®|RRO|®|RRO].
x *x R x x R * x R
R RO R OO R RO
2) ) J=|RRO|[D|ROO|D|* * 0].
* * R * ok ok x *x 0
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LaBt man bei diesen Jordan-Algebren in den Komponenten, die aus den homoge-

nen Polynomen vom Grad m mit m > 0 bestehen, nur Elemente der Form R-T{"
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zu, so erhédlt man offensichtlich Unteralgebren, die sich kanonisch als Unteralge-
bren von Hs(Zor(R)) auffassen lassen. Die Dimension dieser Algebren betragt im

Frall

(L1) 27,
(1,2), (IL,1) 21,
(L,3), (IL2), (IIL,1) 18,
(11,3), (11L,2) 16.

Es geniigt, die s-Exzeptionalitat dieser Jordan-Algebren nachzuweisen. Dies er-

folgt mit Hilfe der Glennie-Identitat (vgl. [J3])

Gs = {[U., U)(y),y,xz 0z} — [U.,U)Uy(z 0 z)

= UUZoUm(y)—UmoUz(y),Umyz(1)(y) - UZ © Ux © Uy o Uw,z(l) + Ux o UZ o Uy o Uw,z(l)
Gig ist in allen speziellen Jordan-Algebren fiir beliebige x, vy, z identisch Null. In
den Jordan-Algebren der obigen Liste gibt es aber immer Elemente x,y, z mit

Gls(x,y,2) # 0. Dies wird nun exemplarisch in den Féllen II) 3) i) bzw. III) 2) ii)

nachgerechnet.

Da dem durch die Multiplikation in S induzierten Isomorphismus det £ = det F
auf den globalen Schnitten als Norm N und N bzw als Adjunkte # und #
die gewdhnliche Norm bzw. Adjunkte einer 3 x 3-Matrix zugeordnet ist, gilt
geméaf Theorem 2.25 fiir A;, B;,C; € Mats(R), 1 = 0,1,2, wobei # bzw. T die
gewohnliche Adjunkte bzw. Spur einer 3 x 3-Matrix bezeichnet:

(Ao, A1, As)® = (A% — A Ay, AF — AgA,, AT — Ay Ay),

(A07 A17 A?) X (B07 B17 BZ)

= (Ao X By — A1 By — BiAy, Ay X By — AgBy — BoAy, Ay X By — Ay By — B2A0)7
T((Am Ay, Ay), (Bo, By, Bz)) =T(AoBy) + T(A1By) + T( B A;).

Damit erhalt man:

ﬁ(AO,Al,AQ)(Bo,Bth)
= (T(AoBo) + T(A1By) + T(B14s) ) (Ao, A, Ay)
+((—AF + A1 4y) x By + (Af — AoA1) By + Bi(AF — A,A0).
(—A¥ + A, Aq) x By + (AF — A1 A)) By + Bo(AT — AgAy),
(A + AoA1) x By + (A} — AyA0) By + By(Af — A1Ay)).
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Ulo,Ar,42),(Bo,B1,B)(Co, C1, C)
= [T(AoCo) + T(A1Cs) + T(A2C4)|(Bo, B1, By)
+[T(BoCo) + T(B1C3) + T(B2C1)]( Ao, Ay, Az)
-I-((—Ao X By + A1By + B1Ay) X Co+ (Az X By — AgBy — BoA1)Cy
+C1 (A1 X By — A2 By — B2 Ap),
(—A1 X By + AyBo + BaAg) X Cy 4 (Ag X By — A1 By — B1A2)(Cy
+Co(Ay X By — AgB1 — BoAy),
(—A2 X By + AgB1 + BoA1) x C1 4 (A1 X By — Ay By — By Ag)Cy
+Ca(Ag x By — A1 By — BiAy)).

R R 0 R R
0 0] |0RR
00 0 R R

Setzt man nun

~—
&b
R
S O

und
000 000 001
Xo=|011],Y=]1001},Y,=]1000],
001 010 000
000 000
Zo=1000], Z;=10101{,
001 001

) vom Typ II) 3) i) mit

~—

so ist .J; eine Unteralgebra von Hs(Zor(R
X =(X0,0,0), Y =(Y5,0,Y2), Z =(Zy,0,75) € J1.

Fir X, Y, Z wird nun die Glennie-Identitét Gy berechnet.

Ux 2(1,0,0) = T(Xo)(Zo, 0, Zz) + T(Zo)(X0,0.0) + ( = (Xo x Zo) x 1,0,—Z,Xo)

00 0 00 0
= 2(Z,0,73) + (X0,0,0) + (|0 =1 0 |,0,[0 =1 —1|)
1

00 — 0 0 -1
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o o O

= (0,0,0).

U(XO,O,O)(%7 07 1/2)

Ux(Y)

T(XO%)(X% 07 0) + (_*X(;J'slé X 1/07 07 X/QX(;J#)

),0,0).

S AN
o —
oo O

),0,0)

o - O
o O -
o O O

= (Xo,0,0)—I-((

0
21,0,0)
1

S
o O O
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000 00 0 000 00 0
001|+]01 —1|Z)xYa+Yo(lOOL1]|x]|01—=1]),
00 2 00 1 00 2 00

1
0 0 0) /000 00 0 000
(=0 1 offoor]—f01—1|Z)Yo+Ya(Zyx|001])
0—10/)\00?2 00 1 00 2

Dies bedeutet, J; ist s-exzeptionell.

Setzt man

und

X = (X,,0,0), Y = (0,Y1,0), Z=(0,0,2,) € Js.

Fir X, Y, Z wird nun die Glennie-Identitét Gy berechnet.

ﬁXZ(l) = U(X07070)7(0707Z2)(]17 07 0) = T(XO)(Ov 07 ZQ) + (07 07 _ZQXO)

1 —10 1 -10
2(0,0,22)+(0,0,(0 0 0))(0,0, (0 0 0)).

0 00 00 2
i

—1
0
0

1
Uy (Ux z(1)) = Uio,y,,0)(0,0, (0
0

oo O
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ﬁZ(Y) = (7(07022)(07 1/17 0)
= T(Y172)(0,0, Z2) + (0,0, = ZF x Y1)

00
= (0,0, Z3) + (0,0, [ 0 0
00

100
(0,0,10 0 0| X¥) =(0,0,0).
000

Ux (Y) = Uxy00)(0, Y1,0) = (0, XF ¥1,0) = (0,0,0).

00 —1
Gs(X,Y,Z)=(0,0,]00 0 |)#0.
00 0

Dies bedeutet, J, ist s-exzeptionell. Analog gibt es fiir alle anderen Typen der
obigen Liste Elemente X,Y, 7 mit Gs(X,Y,7) # 0. Solche Elemente wurden
jeweils explizit mit Hilfe eines Computers unter Verwendung eines Programmes,
das in ,Mathematica® erstellt wurde, ermittelt. Fiir Algebren vom Typ I) 3) ii)
wurden bereits in [R] entsprechende Elemente angegeben. Fiir die Fille, in denen
man durch die Wahl der Parameter Algebren erhélt, die nicht in obiger Liste
enthalten sind, ergab sich, dafl die Glennie-lIdentitdt Gy fiir Elemente X,V 7,
deren Eintrédge in den Komponenten als Zufallszahlen gewéhlt wurden, jeweils
identisch Null war. Dies deutet darauf hin, daf} diese Algebren nicht s-exzeptionell
sind. O

Ist X ein R-Schema mit Strukturmorphismus ¢ : X — Spec R, dann heif}t eine
Albert- bzw. Azumaya-Algebra J iiber X definiert iiber R, falls es eine Albert-
bzw. Azumaya-Algebra J iiber R gibt, so dafl J = o*J gilt.

4.6 Bemerkung

Sei k ein Kérper mit Charakteristik Null. Der Strukturmorphismus o : X = P} —
Spec k induziert vermége [D] —— [0*D] einen Isomorphismus Br(k) —Br(P})
(vgl. [K2]), wobei Br(k) bzw. Br(P}) die Brauergruppe von k bzw. P} bezeich-
ne. Folglich hat jede Azumaya-Algebra iiber P} die Form &End,«p(P) mit ei-
ner zentral-einfachen Divisionsalgebra D iiber k& und einem lokal freien o*D-

Rechtsmodul P. Nach [K1],VIL,(3.1.1) besitzt jeder lokal freie o* D-Rechtsmodul
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P die Form
P=c"D(my)d ... 5o "D(my)

mit t € N, m; € Z,i=1,...,t. Ist nun A eine Azumaya-Algebra iiber P} vom
konstanten Rang 9, dann gilt folglich

./4 = EndX(OX(ml) D OX(MQ) D OX(m;),)) mit m; € Z, 1 = 1,2,3
oder

A= Endyvp(c™D(m)) = oD mit m € Z und einer zentral-einfachen

Divisionsalgebra vom Grad 3 iiber k (d.h. A ist definiert tiber k).

4.7 Satz

Sei k ein Kérper mit Charakteristik Null und 7 eine Albert-Algebra iiber P} mit
At C J, wobei A eine Azumaya-Algebra vom konstanten Rang 9 sei. Dann ist
J tber k definiert, oder es gilt 7 = J(A, P, N) mit A, P, N wie in Beispiel 4.5.

BEWEIS:

Nach 1.17 gilt J = J(Ng,#7,1), und nach 3.9 folgt J = J(A, P, N), wobei
A eine der beiden in 4.6 angegebenen Formen besitzt. Folglich ist nur zu zei-
gen, dafl J definiert iiber k ist, falls gilt A = ¢*D mit einer zentral-einfachen
Divisionsalgebra vom Grad 3 tiber k. In diesem Fall ist

P=o"D(m) = o"D @0, Ox(m) mit € Z.
N,+p bezeichne die Norm von o*D. Wegen
Ox Z Nysp(P) = Npwp(0™D ®o, Ox(m)) = Ox(3m)
folgt hieraus m = 0, also P = o*D, und es gibt ein u € H°(P}, O%) = k* mit

N = uNy+p. Dies bedeutet J = J(0*D,0"D, uNosp) = 0T (D, p), d.h. T ist
definiert {iber k. O
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A Polynomabbildungen iiber geringten Raum-
en

Von zentraler Bedeutung in dieser Arbeit sind quadratische und kubische Ab-
bildungen zwischen Moduln iiber geringten R&umen. Diese sind spezielle Po-
lynomabbildungen. In diesem Anhang werden daher Polynomabbildungen und
deren Eigenschaften kurz erlautert. Die Vorgehensweise ist analog der von Roby
in [Ro] bzw. Loos in [L1] bei der Behandlung von Polynomabbildungen zwischen
Moduln tiber Ringen. Zur expliziten Bezeichnung der Restriktionsmorphismen ei-
ner (Pré-) Garbe F auf einem topologischen Raum X wird das Symbol res{;, fiir
offene Teilmengen V' C U von X verwendet. Zur Vereinfachung der Notation wird
bei einem Morphismus von Garben f : F — G statt f(U)(x) fiir « € F(U) oft
einfach f(x) gesetzt, und # € F bedeutet, es gibt eine offene Teilmenge U C X
mit 2 € F(U).

Im folgenden bezeichnen X einen geringten Raum, Ox die zugehorige Struk-
turgarbe und M, N Ox-Moduln. Ox-Algebren werden immer als kommutativ,
assoziativ und unitar vorausgesetzt. Um die Definition einer Polynomabbildung
von M nach N formulieren zu kénnen, werden zunéchst folgende Bezeichnungen
festgelegt.

A.1 Bezeichnungen

a) Algo, bezeichne die Kategorie der (kommutativen, assoziativen, unitaren)

Ox-Algebren.

b) MGx bezeichne die Kategorie der Garben von Mengen auf X. Ein Objekt in
MGx ist also eine Garbe von Mengen auf X, und ein Morphismus in MGy ist
ein Homomorphismus von Garben von Mengen auf X.

¢) Fpm o Algo, — MGy sei der durch M induzierte , Vergi“-Funktor, d. h.
einer Ox-Algebra A wird die Garbe M ®@p, A, und einem Ox-Algebrahomo-
morphismus ¢ : A — A’ wird der Morphismus Iy @ ¢ : M @0, A — M R0, A’
zugeordnet, also Fa(A) = M @0, A, Fule) = Tu @ ¢. O

A.2 Definition

Eine Polynomabbildung von M nach N ist eine natiirliche Transformation f :
Fa — Fy. Dies bedeutet, dafl jeder Ox-Algebra A ein Morphismus f4: M ®@0,
A = N @o, A in MGx zugeordnet wird, wobei fiir jeden Morphismus ¢ :
A — A'in Algo,, folgendes Diagramm von Morphismen von Garben von Mengen
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kommutiert:

M®@o, A J4 N @o, A
(+) Iy @ ¢ Iy @ ¢ -
far
Mo, A - N Goy A,

A.3 Bemerkung und Bezeichnung
Sei f eine Polynomabbildung von M nach N
a) Sei P € X und Ap eine Op-Algebra. Bezeichnet gp die zu Ap gehorige

Wolkenkratzergarbe, so ist Ap eine Ox-Algebra. Nach Definition von f gibt es
einen Morphismus von Garben von Mengen auf X

fr i Mo, Ap — N @0, Ap,

Ap *

der unter Beriicksichtigung der kanonischen Identifikationen

(M @0y gP)P = Mp o, (IZIP)P = Mp Do, Ap,
(N Koy gP)P = Np Qop Ap,

eine Abbildung
(fP)ap == (f5,)p: Mp ®o, Ap — Np @o, Ap.

liefert. Ist ¢ : Ap — Bp ein Op-Algebrahomomorphismus, so folgt aus der Kom-
mutativitit des entsprechenden Diagramms fiir die Abbildungen fgp und fﬁp
sofort, dafl das folgende Diagramm von Abbildungen kommutiert:

(fP)ap
Mp @ Ap Np @ Ap
1® ¢ Ty
(fr)Bp
Mp @ Bp Np @ Bp.

GeméB Definition ([Ro], [.2 bzw. [L1], 18.1) induziert f also fiir jedes P € X
eine Polynomabbildung von Mp nach Np, die mit fp bezeichnet wird. Fiir jede
Ox-Algebra A gilt insbesondere (fa)p = (fp)a, fir P € X.
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b) Zur Vereinfachung der Notation wird f auch als f : M — A geschrieben. Da-
bei ist zu beachten, dafl f zwar einen Homomorphismus von Garben von Mengen
auf X von M nach N induziert, da f aber i. allg. durch diesen Homomor-
phismus nicht eindeutig bestimmt ist. Desweiteren wird statt f4 meist einfach
f verwendet. Die entsprechenden Vereinbarungen sollen auch fiir Polynomabbil-
dungen zwischen Moduln {iber Ringen (insbesondere also fiir fp, P € X)) gelten.
c) Ist f: M — N eine Polynomabbildung, dann gibt es zu jeder Ox-Algebra A
vermoge der kanonischen Isomorphie M @ A 2 A@ M bzw. N @ A= Ao N
eine Abbildung 4f : A M — AR N. O

A.4 Beispiele

a) Jeder globale Schnitt s € H°(X, ') induziert offensichtlich eine Polynomab-
bildung von M nach N, indem man fiir jede Ox-Algebra A und jede offene
Teilmenge U von X fa(U): (M@ A)(U) — (N @ A)(U) als die konstante Abbil-
dung mit Funktionswert s|;y @ 1 definiert. Polynomabbildungen dieser Art heifien

konstante Polynomabbildungen.

b) Sei ¢ € N, M, fiir i = 1,...,¢q ein Ox-Modul und f: M := é./\/lZ — N ein
=1
Ox-g-linearer Morphismus, d. h. fiir jede offene Teilmenge U von X ist f(U) :
MUY = @ My(U) — N(U) eine O(U)-¢-lineare Abbildung.
=1

Ist A eine Ox-Algebra, dann ist
MixAx . .. x My x A— N @0, A
(x1,a1, ... xq,ay) — flag,...,2y) @ay-...-a

ein Ox-2¢-linearer Morphismus und induziert daher einen A-Modulhomomor-
phismus

FarMi@AD . oM, 0 A— N A
(11 Qa1 @ ...0x, Day) — f(z1,...,2) Qay ... a,.

Verkniipft man fA mit der A-g-linearen Abbildung

Mi@AX. .. xM,@A—MAD...0 M,0 A
(t1 @ ay,..., 2@ ay) — (11 Qa1 @ ... x, D ay),

so erhélt man folglich eine A-g-lineare Abbildung

q

T DM o A= ([ BM) A — N oA

=1 =1
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Offensichtlich wird dadurch eine natiirliche Transformation von Fas nach Fyur de-
finiert, wobei f4 A-¢-linear fiir jede Ox-Algebra A ist. Polynomabbildungen, die
diese Eigenschaft erfiillen, heiflen multilineare (fiir ¢ = 1 lineare) Polynomabbil-
dungen. O

Im folgenden bezeichne R einen (kommutativen, assoziativen, unitaren) Ring,

und M, N seien unitare R-(Links-)Moduln.

A.5 Bemerkung und Bezeichnung

a) Polg(M,N) bzw. Polp, (M, N) bezeichne die Menge aller Polynomabbil-
dungen von M nach N bzw. von M nach AN. Insbesondere wird Polg(M) :=
Polr(M, R) bzw. Polp, (M) := Polp, (M, Ox) gesetzt.

b) Seien f, g € Polo, (M, N)und r € H°(X, Ox). Setzt man fiir jede Ox-Algebra
A

(f+9)a:=Tatga,
(rf)a=rfa,
(fg)a := faga, (falls f € Polp, (M)),
so erhdlt man, wie man leicht nachrechnet, Polynomabbildungen f+g¢, rf, fg €
Polo, (M, N), die als Summe, Skalarprodukt bzw. Produkt bezeichnet werden.

Polo, (M, N) bzw. Polp, (M) wird dadurch zu einem unitiren H°(X,Ox)-
Modul bzw. zu einer unitiren H°(X, Ox)-Algebra.

c) Ist P ein weiterer Ox-Modul, so erhélt man analog fiir Polynomabbildungen
g € Polo,, (N, P) und f € Polp, (M, N) die Komposition g o f € Polo, (M, P),
indem man fiir jede Ox-Algebra A definiert: (g o f)4:=ga o fa.

Die Ox-Moduln zusammen mit den Polynomabbildungen bilden eine Kategorie,

die mit Ox-Mod-Pol bezeichnet wird.

d) Sei f € Polo,(M,N), U eine offene Teilmenge von X und Ay eine Op-
Algebra. Bezeichnet iy : U — X die kanonische Einbettung, so ist (iy)..Au eine
Ox-Algebra. Folglich gibt es einen Morphismus

fivyeas + M @oy (i0)Av — N Qo (iv)Av
von Garben von Mengen auf X, der durch Restriktion einen Morphismus
(flo)ay : (M@oy (iv)Av) o Z Mp@o, Av — (N @o, (i0)Av) o Z NuQo, A

von Garben von Mengen auf U liefert. Ist weiter ¢ : Ay — A, ein Op-Algebra-
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homomorphismus, so kommutiert nach Konstruktion das Diagramm

(f|U)-AU
M|v @0, Au N|o @0, Av

1® ¢ I®¢

(flor) s,
M|v @0, Ay No @0, Aj.

Man erhédlt also eine Restriktionsabbildung von Polp, (M, N) nach
Polo, (M|, V), die insbesondere ein H°( X, Ox)-Modulhomomorphismus ist.
Die Zuordnung U — Polo, (M|, N|r) zusammen mit diesen Restriktionen defi-

niert daher eine Priagarbe von Ox-Moduln. Aus dem nachfolgenden Lemma A.6
folgt, dafi diese Prigarbe eine Garbe ist. Sie wird mit Polo, (M, N) bezeichnet
und heit der Ox-Modul der Polynomabbildungen von M nach A.

e) Geméaf Bemerkung A.3 a) gibt es fiir jedes P € X einen kanonischen Homo-
morphismus up : (Polo, (M, N))p — Polo,(Mp,Np).

f) Ist ¢ € Nund N, fiir ¢ = 1,...,¢ ein Ox-Modul, so besteht bzgl. des durch

die Projektionen kanonisch induzierten O x-Modulhomomorphismus folgende Iso-

morphie:

g g
Polo, (M, EPN;) = P Polo, (M, N). O

A.6 Lemma

Sei (U,);er eine offene Uberdeckung von X. Fiir 7 € I sei f; : M|y, — Ny, eine
Polynomabbildung iiber Oy, und es gelte fi|v,nv;, = filv.au,. Dann gibt es eine
eindeutig bestimmte Polynomabbildung f : M — N iiber Ox, so dal f|y. = f;
fiir 2 € I gilt.

BEWEIS:
Sei A eine Ox-Algebra. Dann ist Aly,, ¢ € I, eine Op,-Algebra. Folglich gibt es

fiir ¢ € I einen Morphismus von Garben von Mengen
(fi)A|Ui : (M Kok "4) U; =M

Wegen fi|v,nv; = filv.nv; kann man die Morphismen (fi)A|Ui verkleben, d. h. es
gibt einen Morphismus von Garben von Mengen f4 : M @ A — N @ A mit
falu, = (fi)A|Ui' Ist p : A — B ein Ox-Algebrahomomorphismus, dann ist das
Diagramm (+) in Definition A.2 kommutativ, da das entsprechende Diagramm
fir die Abbildungen (fi)41,., (fi)Bly., ¢ € I kommutativ ist. Damit ist die Exi-
stenz gezeigt. Mit A.3 a) gillt (fa)p — (fr)a, = ((fi)p)a, fir P € U;, woraus die
Eindeutigkeit von f folgt. O

U; = (N ®OX A)

U; Doy, A

o, — N, Doy, A

U,
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A.7 Bemerkung und Bezeichnung

a) Sei I eine nichtleere Menge und M, ein Ox-Modul fiir ¢ € [. I1 M; bzw.
@D M; bezeichne das direkte Produkt bzw. die direkte Summe der Z(’E);—l\/lodlulm
Z./%/Ili. Fiir jede offene Teilmenge U von X gilt:

P Mi(U) — (B M)U) = (T] M)(U) =T M(U).

el el el el

Fir (2;)ier € TI M;(U) besteht die Aquivalenz

el
(zi)ier € ([P M)(U) <= ((z:)p)ier € P(M,)p fiir alle P € U.
i€l i€l
w0 [l My — M, © € I, bezeichne die kanonische Projektion auf die i-te Kom-
el
ponente. Gilt speziell M; = M fiir alle i € I, so wird MU := @ M, gesetzt.
el
¥ MU — M sei dann der durch die kanonischen Abbildungen
Yo M) — M(U)

(xi)icr — Z zi,

el
U C X offen, induzierte O x-Modulhomomorphismus.
b) Sei ¢ € N. Ox[T4,...,T,] bzw. Ox[T4,...,T,] bezeichne die Polynomalge-

bra bzw. die Algebra der formalen Potenzreihen iiber Ox in den Unbestimmten
Ty,...,T,. Zur Vereinfachung der Notation wird im folgenden héufig von der
Schreibweise der Multi-Indizes Gebrauch gemacht, d. h. es wird

T=(T,....T,), k= (ki,.... k) € (N)°,

q
Th=TP T k= k;
7=1

gesetzt. Damit gilt

Ox[T= P OxT"= P Ox[T].

ke(N0)¢e deNo
Ox[T]= ] oxT*= I] Ox[T].
ke(N0)« deN©

mit OX[T]d == @ OXTk
gres

Geméf a) ist dann fiir jede offene Teilmenge U von X

Ox[T(U) € Ox[TI(V) = Ox(U)[TT,
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d. h. jedes Element von Ox[T](U) ist eine formale Potenzreihe mit Koeffizienten
in Ox(U), und es gilt fiir a = 3 rT% € Ox(U)[T]:

k(o)
a € Ox[T|(U) <= ap € Op[T] fir alle P € U
< fiir P € X ist (ry)p = 0 fiir fast alle k € (N°),

Wegen (M @ Ox[T))(U) C M(U) @ow) Ox[T](U), U C X offen, folgt hieraus,
daf auch jedes Element aus (M @ Ox[T])(U) eine Darstellung als formale Po-
tenzreihe besitzt, d. h. fir v € (M @ Ox[T])(U) gibt es zu jedem k € (N°)?
ein eindeutig bestimmtes y, € M(U), so dal fir P € X (yx)p = 0 fiir fast alle
k€ (N%)? und

v= Y poelt
ke(N0)e

gilt.

Folgende kanonische Ox-Modulhomomorphismen werden benétigt:
— die Projektion auf den k-ten Faktor, k& € (N°)%:

Tk . OX[[T]] e OX
Z Tt —s 1y,
le(N0)4

— die ¢-te Einbettung fir: =1,...,¢:

(29 OX e OX[T]

r— 11},

— der Einsetzungshomomorphismus zu ay, . .., a, € H°(X, A), A Ox-Algebra:

OX[T]—>.A
Ti—a;, 1<10<4g.

(Der Einsetzungshomomorphismus ist als Verkniipfung der Homomorphismen

D OxT* T @ Oxd @ AEND ; A wohldefiniert.) O

ke(O)e K(€N0)

A.8 Lemma

a) Seien f € Polp, (M, N), ¢ € Nund z1,...,2, € H*(X, M). Dann gibt es zu
jedem k € (N°)? ein eindeutig bestimmtes y, € H°(X, ), so daf} gilt:
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i) Fiir P € X ist (yx)p = 0 fiir fast alle & € (N%).
ii) Sind U C X offen, Ay eine Op-Algebra und ay, ..., a, € H°(U, Ay), dann ist

(fl)ap(@ilo @ a1+ ...+ 2lv@ay) = > il @d”.
ke(0)a

b) Seien m,n € N. Dann gilt

Polo, (0%, 0%) = (H°(X,O0x[Ty,...,Ty]") (als H°(X,Ox)-Moduln),
Polo, (0%, 0%) = Ox|[T1,...,T,]" (als Ox-Moduln).

BEWEIS:
CemaB A.7 b) gibt es zu jedem k € (N°)? ein eindeutig bestimmtes Element
yr € HO(X,N), so dafl fiir P € X (yx)p = 0 fiir fast alle & € (N°)? und

(foxm(m1@Ti+...+2,0T) = > yol*
ke(NO)

gilt. Nach Definition der Restriktionen folgt fiir U C X offen:

(fl)opm(zilv @ Ti 4. Faglov @ Ty) = > ylv @ T
ke(NO)

Der Einsetzungshomomorphismus T; — a; liefert dann die Behauptung.

b) e1,... e bzw. €], ... €/ bezeichne die kanonische Basis von H(X, O%) bzw
H°(X,0%). Ist f € Polo, (0%, 0%), dann gibt es eindeutig bestimmte g; €
H(X,Ox[Ty,...,Tw]), j=1,...,n,so da} gilt (T = (Ty,...,T,)):

foxm(er®@Tit o +em@Tn) =3 €@ g;.

Andererseits ist klar, dal man zu vorgegebenen g; € H°(X, Ox[Ty,...,Ta)), j =
1,...,n eine Polynomabbildung f, ., erhdlt, indem man fiir a; € ?
L,...,m, (wobei A eine Ox-Algebra sei) setzt

Y

(a1 Z&@a => e @gilar,... an).
j=1

Offensichtlich sind die beiden Konstruktionen invers zueinander. O

A.9 Definition

Sei ¢ € N, M; ein Ox-Modul fiir ¢ =1,...,¢9, M := é M;, f € Polo, (M, N)
=1

und k = (ky,..., k,) € (N”)2.
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a) Fiir jede Ox-Algebra A sei ( fi,) 4 die Komposition folgender Homomorphismen
von Garben von Mengen:

Mo A

N kan
g

b (M,; 2 A)

=1

é 1® ¢
=1

& (M. © A[T))

N kan
M@ AT

My @ g

NoA

Aus der Konstruktion der Abbildungen (fx)a sieht man, dafi fiir Morphismen in
Algo,, das Diagramm (4) in Definition A.2 kommutiert. Das heifit, man erhélt
eine Polynomabbildung von M nach N, die mit f; bezeichnet wird und die mul-
tihomogene Komponente vom Multigrad k4, ..., &k, (bzw. homogene Komponente
vom Grad k fiir ¢ = 1) von [ heifit.

b) f heifit multihomogen vom Multigrad ki,...,k, (bzw. homogen vom Grad
k fir ¢ = 1), falls f = fi gilt. Pollé)1 """ kq(./\/l,./\/) bezeichne die Menge der mul-

tihomogenen Polynomabbildungen V):)m Multigrad ky,...,k, von M nach N.
Polg)’;"’kq(./\/l,./\/) ist ein H°(X, Ox)-Untermodul von Polp, (M, N). Analog wie

in A.5 d) sieht man, dafl man durch die Zuordnung U +— Pollé)1 """ kq(./\/l|U,./\/|U)

U

O
Es ist zu beachten, daf} die Definition der multihomogenen Komponenten von der

vorgebenen Darstellung M = é M, abhéngt.
=1

K3
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A.10 Bemerkung
Unter den Vorgaben von Definition A.9 folgt (wegen A.3 a)) fir P € X:

(fx)p = (fP)r-

Dies bedeutet, f ist multihomogen vom Grad k4, ..., &k, genau dann, wenn fp fiir
alle P € X multihomogen vom Grad kq,.. ., k, ist. 0

A.11 Lemma

Sei ¢ € N, M, ein Ox-Modul fix i = 1,....q, M = &M, und f €
Polo, (M, \). =

a) Ist A eine Ox-Algebra, U C X offen und z € (M ® A)(U), dann gilt:

faU)(z) = . (f)alU)(2),

ke(N0)e

insbesondere ist also fir P € U ((fx)a(U)(2))p = 0 fur fast alle k € (No)q.

b) f ist genau dann multihomogen vom Multigrad kq,. .., k,, falls fiir jede Ox-
Algebra A, zz e M@ Aund a; € 4,0 =1,...,¢q, gilt:

falarz1, .. a0z) = falz,.002) @ a”.

¢) Polly (M, N) = @ Polir (M, N\,
|k|=n

Polly (M, N) = B Polg " (M, N)
|k|=n

t
d) Seien t € N, NV, fiir j = 1,...,¢t, P Ox-Moduln und N := @ N;. Die
=1

Polynomabbildungen f; := w; o f € Polo, (M, N;) seien multihomogen vom
Grad (kj1,...,kjq), 7=1,...,t,und ¢g € Polp, (N, P) multihomogen vom Grad

¢
(li,...,1;). Dann ist g o f multihomogen vom Grad (nq,...,n,) mit n; := Zl kjil;
]:

fire=1,...,q.

BEWEIS:
Die Aussagen folgen gemifl Bemerkung A.10 aus der Tatsache, daf} sie nach [Ro]
in jedem Halm Giiltigkeit besitzen. O

A.12 Bemerkung

Im allgemeinen ist

II Polg, (M, N) % Polo, (M, N) 2 P Polg, (M, N).

n€eNO n€eNO
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BEWEIS:

Nach [Ro] ist im allgemeinen [ Polgr(M,N) 2 Polp(M,N) 2 @ Polg(M, N).
neNo neNo
U

A.13 Beispiel

Sei f eine multilineare Polynomabbildung von é M, nach N. Dann gilt gemif
1=1
A4 Db):

f.A[T](Zl ®T1,...,Zq ®Tq) = fA(Zl,...,Zq) ®T1 . 'Tq,
falls A eine Ox-Algebra und z, € M; @ A, ¢ = 1,...,q, ist. Gemaf A.11 b) ist
f somit multihomogen vom Multigrad (1,...,1). O

A.14 Definition
Sei f € Polp, (M, N) und ¢ € N. Die Polynomabbildung

g
O,f: M?— N, TI,f ::foZm,
=1
heifit Polarisierung von f der Ordnung ¢. Fiir zq,..., 2, € M@A (A Ox-Algebra)
gilt also T, f(z1,...,2,) = f(z1 4+ ... + z,). O

A.15 Bemerkung

Sein € Nund f € Polp, (M, N). Dann ist I, f € Pol, (M?,N) fiir jedes ¢ € N.
Geméf Lemma A.11 ¢) gilt folglich:

(I, a(zr...,2y) = Z (Hsf)A(zl,...,zq),

ke(N0)e
|k|=n

falls A eine Ox-Algebra und z1,...,z, € M ® A sind und Hsf = (I, f)r gesetzt
wird.
BEWEIS:

Zq: 7; ist ein Ox-Modulhomomorphismus, nach A.13 also homogen vom Grad 1.
=1

Zﬁa f homogen vom Grad n ist, folgt die Behauptung nach A.11 d) mit ¢ :=¢ :=
I, Mi=MI1, N =M, P=N. O

A.16 Bemerkung

Sei n € N°, f € Pol, (M, N) und U C X offen. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte homogene Polynomabbildung f(U) von M(U) nach N'(U) vom Grad

80



n, so daf fiir jede Ox-Algebra A das folgende Diagramm kommutiert:

k
M(U) @oq) A(l) ——— (M & A)U)
JU) 4w falU)
k
N(U) @ow) AU) —— (W @ AU,
BEWEIS:
Sei ¢ € N. Nach A.15 gilt I, f € Pol"(M?%, N') und gemaBl A.11 c) folgt hieraus
I f= > ILf
|k|=n

Ist U C X offen und sind 4, ...,2, € M(U), dann ergibt sich mit A.11 b):

fOX[T](U)(Z: i @1;) = (g floxm(U)(ar @ Ty, ... o2, @ Ty)

= > A0,z @ T

|k|=n

Zunéchst wird nun die Eindeutigkeit gezeigt.
Sei also f(U) € Polow)(M(U), N (U)) mit den geforderten Eigenschaften. Wegen
O[T Cc Ox[T)(U) folgt dann:

f(U)O(U)[T](E z; @T:) = fox[T](U)(Z: z; @ T;)

= S (AU ey T

|k|=n

Ist nun Ay eine O(U)-Algebra und a; € Ay, ¢ = 1,...,¢, dann ergibt sich mit
dem FEinsetzungshomomorphismus O(U)[T] — Ay, T; — a;:

q
FU)ap (Yo wi @ai) = 3 (LU, 2,) © a.
=1 |k|=n
Damit ist die Eindeutigkeit bewiesen. Nun wird die Existenz gezeigt. Sei
0— M -5 F 25 M(U) — 0

eine Prasentation von M(U) und (e;);er eine Basis von F. Ist Ay eine O(U)-
Algebra, dann ist auch die Sequenz

M' @ow) Av F Qow) Au 28 M(U) Qo) Av — 0
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exakt. Setzt man fiir ¢ € Nund a4,...,a, € Ay

F)a (X e, @ ap) = 32 (U olen). o oler,) © .

j=1 |k|=n
so erhélt man eine Polynomabbildung f(U) € Poloy(F,N(U)) mit

HS(f(U))(ylv cee yq) = (HSf)(U)(9Q(y1)7 SR @(yq))

fir y1,...,y, € F. Um zu zeigen, daf f( U) ., kanonisch eine Abbildung f(U)a,
von ./\/l( ) @oy Av nach N(U) @oy Av induziert, geniigt es zu beweisen, daB

fiir v, v’ € F®o( y Ay mit v — v’ € Kern(c,o@ 1) gilt f( Jay(v) = f(U)AU( M.
Wegen Kern(e @ 1) = Bild(¢» @ 1) gibt es ohne Einschrankung ein [ € N, a; €
M'; a;,b; € Ay und e; aus der Basis (€;)ier, j = 1,...,1, so daB gilt:

I I
Z @ aj, v_vlzz¢($1)®b

i=1

Damit erhalt man:

f(U)AU(v): U)ay Z€J®%+Z¢% © b;)
= > HW f( 61,---,6171/)( D) @ a*

|k|=1
|k |=t

= > (AL D)), ole).p o (e, 0 d(ar) © a'b”

|k|=t
|k |=t

= HZ (IF AU pler)s - pler)) @ at

f AU Z €; & a] = f(U)AU(v/)'

7=1
Die Abbildungen f(U)a, definieren eine Polynomabbildung
f(U) € Poloan(M(U),N(U)) mit der geforderten Eigenschaft. O

A.17 Lemma
Ein Morphismus geringter Raume 7 : (X, Ox) — (X', Ox/) induziert Funktoren

7 1 Ox-Mod-Pol — Ox-Mod-Pol
M— M
fr—r1.f
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7" Oxr-Mod-Pol — Ox-Mod-Pol

gr—ry.
Der Homomorphismus (M’ Ox:,-Modul)

Polp, (T"M', M) — Polo (M, 7" M)
g — Ty O Opqp
ist bijektiv. Dabei bezeichne o die von dem kanonischen O y-Modulhomomor-
phismus M’ — 7,7* M’ induzierte Polynomabbildung.

BEWEIS:

Der Beweis wird so gefiihrt, indem zunéchst gezeigt wird, daf3 die Aussagen fiir
homogene Polynomabbildungen erfiillt sind. Die Behauptungen fiir beliebige Po-
lynomabbildungen ergeben sich hieraus in Verbindung mit Lemma A.11 a).

Fir f € Polo, (M, N) wird 7. f € Polo,,(n.M,7.N) folgendermaBen definiert.
Sei A’ eine Oxr-Algebra und U" C X’ offen. Es gilt:

(rM)(U") Qo AU') = M(7HU")) Qo @wn A(U)
= M(rTHU") @ox ) (Ox (77H(U") @o @y A(U')).

GemifB Bemerkung A.16 gibt es fiir n € N° eine Abbildung

(f )T U Noxi1wm@o 0,0,
(T*M)(U/) ®OX’(U/) A/(U/) e (T*N)(U/) ®OX’(U/) A/(U/),

.A’(U’) .

die nach Definition mit Restriktionen vertraglich ist. Durch Ubergang zur asso-
ziterten Garbe wird ein Morphismus (7. fo)a @ M @o,, A" — 2N @o,, A’
von Garben von Mengen induziert. Nach Konstruktion sieht man, daf fir diese
Abbildungen fiir Morphismen in Algep, das Diagramm (+) in Definition A.2 kom-
mutativ ist, d. h. man erhélt eine Polynomabbildung 7. f, € Polo ,(n.M,n.N).
Mit Hilfe von Lemma A.11 a) zeigt man leicht, daB fir P’ € X’ und 2/ €
(M@ AU gilt:

(7 fu)ar (U (2"))pr = 0 fiir fast alle n € N°, d. h.
(N (UN() i= D (refu)a(U)(F) € (nN @ A)(U)

neNO

ist nach A.7 a) wohldefiniert.
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Seien nun M’, N Ox/-Moduln und ¢ € Polo,, (M, N).

g € Polo, (7"M', 7*N”) wird dann folgendermaflen definiert. Sei A eine Ox-
Algebra, n € N® und U C X offen. Fiir V' C X’ offen mit V' O 7(U) gibt es nach
Bemerkung A.16 eine Abbildung

(92)(V)aw) : M'(V) @o ) AU) — N(V) @0y, AU).

Nach Konstruktion kommutiert dabei fiir 7(U) C V' C V offen folgendes Dia-
gramm:

/ (9:)(V) 4 /
M'(V) @o,, vy AU) N'(V) @0,y AU)
resit, @1 res{i, @1
a4l (gn)(V”)A(U) avdl
M (V) Qo (v A(U) NV Qo (v A(U),

d. h. es gibt eine Abbildung

lim (g.)(V)aw): lim M (V) @o,,w) AU) — lim N'(V) @o,, ) AU).

Vor(U) Vor(U) Vor(U)

Diese Abbildungen sind mit Restriktionen vertraglich, d. h. sie induzieren einen
Morphismus von Garben von Mengen

(T"gu)a: T M R0, A — TN @0, A.

Fiir Morphismen in Algo, ist dabei das diesen Morphismen entsprechende Dia-
gramm (+4) in Definition A.2 kommutativ, d. h. man erhalt eine Polynomabbil-
dung 7*g,, € Polp, (7*M', 7*N”). Analog wie oben sieht man, daf fiir P € X und

z € (17g,)(U)(2) gilt:

(7*9,)a(U)(2))p = 0 fiir fast alle n € N°, d. h.
(7"9)a(U)(z) == Y (77g:)a(U)(2) € ("N @0, A)(U)

neNO

ist nach A.7 a) wohldefiniert.

Nach Konstruktion der Polynomabbildungen 7*¢g bzw. 7, f ist klar, dal 7* bzw.
7. Funktoren sind.

Die Bijektivitdt der Abbildung h erhélt man, indem man analog wie im Beweis
der entsprechenden Aussage fiir Modulhomomorphismen vorgeht.
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A.18 Bemerkung
Fiir Morphismen (X, Ox) = (X', Ox:) % (X", Oxu) geringter Réume gilt:

(p o T)* = p*T*7
(por) =71"p"

BEWEIS:
Die Behauptung ist nach Konstruktion der Polynomabbildungen (p o 7).f bzw.

p«T«f fiir f € Polo, (M, N) und (p o 7)*¢g bzw 7*p*g fiir ¢ € Polo, (M",N7)
(M" N Oxu-Moduln) leicht zu verifizieren. O

A.19 Satz
a) Sei f € Polg(M,N), ¢ € Nund xy,...,2, € M. Dann gibt es zu jedem

k € (N%)? ein eindeutig bestimmtes Element y, € N, so daf} gilt:
i) yr = 0 fiir fast alle k € (N°),
i) fal@mi ®@ar+ ... +2,0a,) = ¥ yr @ o fiir alle ayy...,a, € A und jede
k(WO
R-Algebra A.
b) Sei M frei, ¢ € Nund ..., z, eine Basis von M, und zu jedem k € (N°)? sei

ein Element y;, € N gegeben, so daf y, = 0 gilt fiir fast alle £&. Dann wird durch
a) ii) eine Polynomabbildung von M nach N definiert.

BEWEIS:
Vgl. [Ro], LI.1. O
A.20 Satz

Ist S C R eine multiplikative Teilmenge und bezeichnet h : Polgr(M,N)s —
Polgr.(Ms, Ng) den durch h(%) := Lfp, M fiir f € Polg(M, N) und s € S definier-
ten Rg-Modulhomomorphismus, dann gilt:

a) h ist injektiv, falls M endlich erzeugt ist.
b) h ist bijektiv, falls M endlich prasentierbar ist.

BEWEIS:

Es wird der Beweis der entsprechenden Aussage fiir die Modulhomomorphis-
men (vgl. [Ku], Kap.IV, 1.10) auf die Polynomabbildungen iibertragen. Sei
{mi,...,m,} ein Erzeugendensystem von M und 0 — K — R = M — 0
die zugehorige Prasentation.

T f induziert kanonisch eine Polynomabbildung fr, € Polg, (Mg, Ng), indem man fiir jede
Rs-Algebra A setzt (fro)a = fa.
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a) Sei f € Polg(M,N) und s € S mit % € Kern h. Geméafl A.19 gilt:

q
S mieT)= > yol*
=1 ke(N0)a

mit yr € N und y, = 0 fiir fast alle £ € (N°)7. Wegen @ = 0 bedeutet dies
Y = ( fiir alle k. Folglich gibt es ein s’ € 5 mit sy, = 0 fiir alle k, d. h. man
erhilt s'f =0 (A.19) und damit % = 0.

b) Sei {z1,...,z} ein Erzeugendensystem von K und g € Polg_ (Mg, Ng). Dann
gilt:

q

my;
grn(Y_ T @T) =3y @1
=1 k

mit y, € Ns und y; = 0 fiir fast alle k. Folglich gibt es ein s € S mit y; = ¥ fiir
alle k. Sei nun ¢ : R? — N die durch

q
Jrn(d_ e @ T) =Yy @ T"
=1 k

geméaB A.19 eindeutig definierte Polynomabbildung (es, ..., e, bezeichne die Basis
der Einheitsvektoren von R?). Damit ist folgendes Diagramm von Polynomabbil-
dungen kommutativ:

@2

R N

kan Sg
M Mg Ns.

Sei nun A := R[Th,...,T,,T},...,T]/] und
q l ,
9a(X e @Ti+ Yz @T) = grp @ THT™
i=1 j=1 oo k!

mit . € N und gy = 0 fir fast alle £, &', Aus der Kommutativitat des obigen
Diagramms folgt:

g !
= (sg)a, o kany o €A(Z e; @T; + sz ® T]')
=1 7=1

qmi

= (gl (L St T)

=1
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=S g,
1
Dies bedeutet, es gibt ein s’ € S mit

S s'yp fur k' =
Ykk' = 0 sonst

fir alle k, &’. Folglich erhélt man fiir jede R-Algebra B wegen M @r B = (R? ®g
B)/(K @gr B) eine wohldefinierte Abbildung (s'¢)s : M @r B — N @g B, indem

man g
(s'9)B(>_mi @ ai) = 3 s'yx @ a”
=1 k

fir ay...,a, € R setzt. Die Abbildungen (s'¢)g liefern eine Polynomabbildung
f = 5g € Polp(M, N), wobei gilt h(%) = ¢g. Damit ist die Surjektivitdt von h
gezeigt. 0

A.21 Satz
a) " R-Mod-Pol* — R-Mod-Pol ist ein volltreuer Funktor.

b) Ist M endlich prasentierbar, dann gilt:

e —®

Polp(M, N) = Pol (M, N).

BEWEIS:
Es werden die Beweise der Aussagen fiir die Modulhomomorphismen (vgl. [G-D],

chap I, (1.3.5), (1.3.8) und (1.3.12) (ii)) auf Polynomabbildungen iibertragen.
a) Sei f € Polg(M, N) und A eine R-Algebra. Fiir s € R ist A(D(s)) eine Rs-
und damit auch eine R-Algebra. Folglich gibt es eine Abbildung

Jams)) M @r A(D(s)) — N @r A(D(s))
n n
M, @r, A(D(s)) Ns; @r, A(D(s))
n n
M(D(s)) @gpreyy AD(s))  N(D(s)) @y AlD(s)),

und fiir s € R mit D(s’") C D(s) kommutiert das Diagramm
M @r A(D(s)) ———> N @prA(D(s))

| l

M @r A(D(s')) ————> N @gr A(D(5)).

tR-Mod-Pol bezeichne die Kategorie der R-Moduln mit den Polynomabbildungen als
Morphismen.
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Da die Mengen D(s), s € R, eine Basis der Topologie von Spec R bilden, erhélt
man somit einen Morphismus von Garben von Mengen (vgl. [G-D], chapt 0,
(3.2.3)) o .

fA:M®RA—>N®RA
(nach Ubergang zur assoziierten Garbe). Aus der Konstruktion dieser Morphis-

men ist ersichtlich, dal das Diagramm (+) in Definition A.2 fiir Morphlsmen in
Algo, kommutlert d. h. es wird eine Polynomabbildung f: M — N induziert.

Ist nun p € Spec R und A eine R,-Algebra und bezeichnet A die durch A indu-
zierte Wolkenkratzergarbe, so gilt:

(fb)A = 1iLHfZ(U) = lim JEZ(D(S)) = lim JEZ(D(S)) = (pr)Av

peU PED(s) pED(s)

d. h. fo = fr,-
Ist P ein weiterer R-Modul, und g € Polg(N, P), so erhdlt man hiermit:

——

(gof)p=1(go0 f)Rp =gr, © [r, = gp o fp fir alle p € Spec R,
also m = §o f. Damit ist gezeigt, daBl ~ ein Funktor ist. Es bleibt noch zu
verifizieren, daff ~ volltreu ist, d. h. es ist zu beweisen, daB die durch f — f defi-
nierte Abbildung von Polg(M, N) in Polj (M N) leekth ist. Dazu wird zunéachst
folgendermafien eine Abbildung von Polj A(M, N) nach Polgr(M, N) definiert. Sei
g € Polj (M N) und A eine R-Algebra. Da A eine R-Algebra ist, gibt es einen

Morphismus von Garben von Mengen

gi :M®R4—>N®RZX
n I
MerA NogpA

Der globale Schnittfunktor I' liefert dann eine Abbildung I'(g;) : M @r A —
N ®@pr A, und somit, wie man sofort sieht, eine Polynomabbildung I'(¢) : M — N.
Dadurch wird eine Abbildung I' : Polj #(M,N) — Polg(M,N) definiert. Nach
Konstruktion von f fir f € PolR(M N) gilt offensichtlich F(f) = f. Sei-
en nun ¢ € Polj (M N) und f := T'(g9) € Polr(M,N). Fir s € R gilt
I'(¢|p(s)) € Polg, (M, N,), und das folgende Diagramm von Polynomabbildun-

[

gen kommutiert:

kan kan

F(g|D(s))
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Wegen der Eigenschaften von Polynomabbildungen folgt hieraus: I'(¢|p(s)) = fr..
GemiB Konstruktion von f bedeutet dies f = ¢, also I'(g) =g.

b) GemaB A.5 d) gilt fir U C X offen:
Polx(M,N)(U) = P01R|U(]\N4|U, Nlpr).

Da M endlich prasentierbar ist, folgt hieraus fiir D(s), s € R, nach a) und Satz
A.20:

Pols(M, N)(D(s)) = Polgy, (Mlp(). Nlpg)

Rlp(s)
= Polg, (M, N;) (a))
= (Polp(M, N))|; (A.20)

= Polgp(M, N)(D(s)).

Da diese Isomorphismen mit Restriktionen vertraglich sind und D(s), s € R,
eine Basis der Topologie von Spec R bilden, erhilt man die Behauptung. 0

A.22 Definition
Sei f € Polp, (M, N) und n € N. Die durch

(D" fla(z,2") =3 (05" fla(z,2)

920

fir z,2' € M @0, A, A Ox-Algebra, definierte Polynomabbildung D" f : M x
M — N heiit n-te Ableitung oder n-tes Differential von f an der Stelle z in
Richtung 2. O

A.23 Bemerkung
a) Fir f € Polp, (M, N) gilt:

(D" f)p = D"(fp) fir P € X
und, falls f homogen ist
D" f(U) = D"(f(U)) fiir U C X offen (vgl. A.16).
b) Ist 7 : (X,0x) — (X', Ox/) ein Morphismus geringter Réume und f bzw. g ein

Morphismus in Ox-Mod-Pol bzw. Ox-Mod-Pol, dann gilt fiir k € (N°)1, n,q €
N:



BEWEIS:
Die Behauptungen sind nach Konstruktion der Funktoren 7, und 7* bzw. nach
Definition der multihomogenen Komponenten und des Differentials klar. O

A.24 Bemerkung
Seien f € Polp, (M, N) und n € N.
a) Gemaf Lemma A.11 a) gilt fir 2,2/ € M@ A, A Ox-Algebra:

f(Z + Z/) = HQf(Zv'Z/) = Z_: an(zvzl)

b) Fiir m € N® und f € Polj (M, N) ist D"f geméfi Bemerkung A.15 die
bihomogene Komponente vom Grad (m — n,n) von Ilxf fir m > n und die

Nullabbildung fiir m < n.

c) Sei z € H°X, M). Offensichtlich sind D?f = D"f(—,z) : M — N
und D"f(z,—) : M — N Polynbomabbildungen, wobei D" f(—,z) homo-
gen vom Grad n ist. Fiir m € N° und f € Polj (M, N) gilt gemiB b)

X

D.f € Polg;”(./\/l,./\/) flir m > n und f = 0 fir m < n. Weiter ist D, :
Polo, (M, N) — Polp, (M, N) ein H°(X, Ox)-Modulhomomorphismus. O
A.25 Satz

Seien f € Polo, (M, N) und m,n € N. Fiir 2,2/, 2" ¢ M@ A, A Ox-Algebra,
gilt:

a) D53 f(z) = (") DI f(2),
b) DI DY f(z) = D3 D% f().

c) D(go f)(z,2) = Dg(f(z),Df(z,2")), wobei P ein weiterer Ox-Modul und
g € Polo, (N, P) sei (Kettenregel).

d) D(g-f)(z,2") = f(2)Dy(z,2") +g(2)D f(z,2') fir g, f € Poloy (M) (Produkt-
regel).

e) Df(z,2) =nf(z) fir f € Poljy (M, N) (Eulersche Differentialgleichung).

BEWEIS:

GemafB [Ro] gelten die entsprechenden Aussagen fiir Polynomabbildungen iiber
Ringen. Nach A.23 gelten die Behauptungen also in jedem Halm und damit auch
global. O

\Df=D'f
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A.26 Definition

Ein Paar (f, Df) bestehend aus Abbildungen f: M — Nund Df : M xM — N
heifit kubische Abbildung, falls fir alle r € R, x,y € M gilt:

1) Die Abbildung Df(—,z) : M — N ist quadratisch, und die Abbildung
Df(x,—): M — N ist linear.

2) f(rz) =r*f(a).

3) flx+y)=[(x)+ Df(x.y) + Df(y,x) + [(y).

4) Df(x,z) =3f(x).

Es wird Dy f(x) :== Df(x,y) und D, D, f(x) := DDy f(x, z)gesetzt, wobei DDy f
die Bilinearisierung der quadratischen Abbildung D, f bezeichne. O

A.27 Satz

Sei (f, Df) eine kubische Abbildung und R’ eine (unitdre, kommutative, asso-
ziative) R-Algebra. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte kubische Abbildung
(f',Df")yvon M@grR nach N@grR', so daff die folgenden Diagramme kommutativ

sind:

Df
M — N M x M S|V
kanl lkam kanl kan
I Df
M @r R —————> N @pr R, MoR xM®R ————>N@R.

BEWEIS:
Aus 1) von Definition A.26 folgt, dal DD f in jedem der drei Argumente linear
ist. Weiter gilt fir zq, x5, 23 € M:

fler+ag +23) = f(21) + Doy f(22 + 23) + Doygan f(21) + f22 + 23)
= f(xl) + Dﬂhf(x?) + D901f(x3) + D1’2Dl’1f(x3) + Dl’2f(x1)
+ Dy, f(21) + f(22) + Doy f(23) + Doy f(22) + f(2s).

Wegen f(z1 4+ 23 + 23) = f(2,0) + To@2) + To(z)) impliziert dies Dy, D,, f(x3) =
on_(l)on_(2)f($o-(3)) fiir jede Permutation o € S3. Zunachst wird die Eindeutigkeit
gezeigt. Sei also (f, Df') eine kubische Abbildung von M @ R’ nach N @ R’ mit
den geforderten Eigenschaften. Dann gilt fiir m,n € N, ri,rt € R, u;,u; € M
fire=1,...,n, y=1,...,m:

n m

Df/(z u; & T Z U; ® T;) == Z Z T?T;Du;f(uz) + Z Z TZTkT;DukDu;f(uz),
=1 7=1

=1 j5=1 k=1 5=1
1<k
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n

f’(Z} U Q1) = Z;r?f(uz) + Z rirszuif(uj) + Zk: rirjrkDuiDu]f(uk).
= = o ik

Damit ist die Eindeutigkeit bewiesen. Die Existenz wird zunédchst fiir den Fall
gezeigt, dafl M ein freier Modul ist. Sei (e;);cs eine Basis von M. Durch

Df’(z €, @, Z ei; @ r;)
k=1 7=1
=y Zrzr;Deijf(eik) + > Zrkrlr;DeilDeik fle;;) und

k=1 j5=1 Lk=1 j=1
i<k
n n n n
FQo e @ri) =Y riflen) + Do rwriDe, fleg) + Y rrjraDe, D, f(ei,)
k=1 k=1 k=1 1,5,k=1
k#j <y<k

fir m,n € Nund rg, 7 € R fiir k=1,...,n, j =1,...,m werden Abbildungen
ff " MoR - N@R udDf' - M@ R xM® R — N® R' definiert. Es bleibt
zu zeigen, da (f', Df’) eine kubische Abbildung ist, da die Vertraglichkeitsbe-
dingung mit (f, Df) nach Definition klar ist. Seien dazu u,v,w,z € M @ R’ und
r,r" € R' vorgegeben. Ohne Finschrankung gibt es dann ein n € N, Basisvekto-

ren e1,...,¢, und a;, b;,¢;,d; € R fir @ =1,...,n, so da} gilt: v = 3 ¢; ® ay,
=1

v = f: e; X by, w= f: € R e, z= f: e; @ d;. Nach Definition folgt unmittelbar:
=1 =1 =1

f'ru) =72 f'(v), Df'(ru,v) =r*Df'(u,v).

Weiter erhilt man:
Df'(u,rv + r'w) = Df’(z e @ a;, Z e; @ (rb; +r'c;))
=1 =1

= Y ai(rbj +7'¢;)De, fer) + Y aar(rb; 4+ r'c;)De, Dey f(e;)
k,g=1

Lk, y=1
i<k

=rDf'(u,v) +1'Df (u,w),
DD, f'(rv+4r'w,z) = Dy f'(rv +r'w + 2) = Dy f'(rv 4+ r'w) — Do f'(2)

=Df'(D> e @ (rbi+r'ci +di), > e @ ay)
=1

=1

—Df'Q e @ (rbi +1'¢), > € @ ;)
=1 =1

—Df' O e @d;, > e @ a;)
=1 =1

= Z [(rbg 4+ r'ex + alk)2 — (rbr + r’ck)2 — dZ]ajDejf(ek)
k,g=1
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+ Z [(rbr 4+ 7'c; + dp)(rbg + r'er + di) — (rby + r'e) (rby + r'by) —

Lk, y=1
i<k

D,,D., f(e;)
=rDD.f'(v,2) + ' DDy f'(w, 2)

wegen
(rby + r'er + dp)? — (rby 4 r'cx)? — di = r2bpdy + r'2¢pdy
= r[(by + dp)? — b; — &) +7'[(cr + di)* — ¢} — di]
und

(Tbl —|— T/Cl —|— dl)(rbk —|— T/Ck —|— dk) — (Tbl —|— r'cl)(rbk —|— T/Ck) — dldk
= rbydy + r'cidy, + rbpd; + r'epd; = r(bidy + brdy) + ' (erdy + erdp)

dldk]a]‘

= r[(b + dp) (b + di.) — biby, — dydy] + 7'[(cr + di) (ex + dy) — crex — didg].

Damit sind die Eigenschaften 1) und 2) gezeigt. Mit den Voraussetzungen

3f(ex) = De, fler) und 2D, f(e;) = D, De, f(e;) folgt weiter:

n

flutv)= (D e @ (a; + b))

=1

= En (ag + br)’ fler) + f: (ar + bx)(a; 4 b;)?De, f(e;)
k=1 k=1
k#j

Zn: (ar + bi)(aj + bj)(ak + by)De, De, f(ey)

_I_
{
{
= Z( § - 3aib + 3arbi 4+ b3) f(ex)
k

Z aka + 2aya;b; + akbz + bka + 2bya;b; + bkbz)Dekf(eJ)

;5

+ Z alajak + alajbk + albjak + alb]‘bk + blajak + bla]‘bk + blb]‘ak + blb]bk)

[
DelD f(ek)
= > (ap + ) flen) + X (ara] + bibi) D, f(e))
k=1 k=1
k#j3

+ Z alajak + blb]‘bk)DelDe]f(ek)

+Z a2by, + apb?)De, flex) + Z (axb? + bya?) D, f(e;)
k=1

k,g=1
k#j
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+ 3 (arajb; + brab;) D, De, f(e;)
k=1
k#j3

+ Z (alakb]‘ + blbkaj)DelDejf(ek)

l,3,k=1
i<k, j#lLk
i3

= f'(u) + f'(v) + Y (aib; + bra?) De, f(e;)
k,g=1

+ Z (alakbj + blbkaj)DelDekf(e])

Lk, y=1
i<k

= ['(u) + f'(v) + Do f'(u) + Duf'(v).

Df/(uvu) = Df/(zel @ aivzei @ ai)
=1 =1

= Z azajDe]f(ek)‘l' Z ajara;De, De, f(e;)

k,g=1 U;J:l
n n < n
= Z a%Dekf(ek) + Z azajDejf(ek) + Z alzakDelDekf(el)
k=1 k=1 L,k=1
htj 1%k
n
+ Y wara;De D, f(e)
l<llfy]]?£1l,k
n n n
= _3apflex) + Y 3ajarDe, fle) + Y 3aajarDe,De, f(e;)
7 7

= 3f(u).

Damit sind auch die FEigenschaften 3) und 4) bewiesen, d. h. (f', Df’) ist eine
kubische Abbildung. Sei nun M ein beliebiger R-Modul und 0 — M’ KA A

M — 0 eine Présentation von M. Dann ist die durch den Basiswechsel mit R’

induzierte Sequenz M’ @ R’ N FoR 25 Mo R — 0 exakt. Setzt man
fi=foound Df :==Dfo (p X ), so ist (f, Df) offensichtlich eine kubische
Abbildung von F' nach N. Da F' frei ist, induziert (f, Df) also eindeutig eine
kubische Abbildung (f’, Df’) von F'@ R nach N@ R'. Um zu zeigen, daf} (f’, Df’)
kanonisch eine kubische Abbildung von M @ R’ nach N ® R’ induziert, geniigt
es wegen M @ R = F @ R/ Kern ¢ zu beweisen, daf fiir alle u, v’ v, 0" € F@ R

mit u —u’, v —v" € Kern¢ gilt:

f(w)=f(«/) und Df'(u,v)=Df'(u',v').
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Wegen Kern ¢ = Bild <) gibt es ohne Einschrinkung ein n € N, z; € M, ¢, € I,
und a;, b;,¢;,d; € R fir e = 1,...,n, so daf} gilt:

W=D e @a;, V=) @b,
=1 =1
u—u = w= Z@Z’(%) e, v— v =1z = Z?Z’(%) ®d;.
=1 =1
Damit erhalt man:
Df’(u, v) = Df’(u' +w, v’ + 2)
= Df'(u’, v') + DDU/f’(u’, w) + Df’(w, v')
+Df' (', 2) + DD, f' (v, w) + Df'(w, 2)

= Df'(u',v") + > aibjer Dy Doe,y f(e(i (1))

i, k=1
+ 2 b D (p( (), pled)) + 30 ciondi Dotuan) Dote S (9 ((24))
2,7=1 z,]i,ic:l
+ 2 diagDf(ple;), o ((@i) + D aiand; Do) Douia, ) f (2 (e:)
2,7=1 z,]i,ic:l
+ Y aicidi Doy Do) Fle((2:)))
i, k=1
+ > dicf Df(e(¥()) e(b(x)) + Y ciord; Dogpan) Do, f (o (¥(:))
iy=1 4, k=1
= Df'(u’, v').
Analog ergibt sich f'(u) = f(u'). Damit ist alles bewiesen. O
A.28 Satz

Durch die Zuordnung f — (f, Df) wird ein Isomorphismus von der Menge der
homogenen Polynomabbildungen vom Grad 3 von M nach N in die Menge der
kubischen Abbildungen von M nach N definiert.

BEWEIS:

Ist f eine homogene Polynomabbildung vom Grad 3 von M nach N, so sieht man
leicht, daf das Paar (f, D f) die Eigenschaften 1) bis 4) von Definition A.26 erfiillt,
d. h. (f, Df) ist eine kubische Abbildung. Ist andererseits (f, Df) eine kubische
Abbildung, so induziert (f, Df) geméaB Satz A.27 fir jeden Basiswechsel R'/R
eine kubische Abbildung von M @ R’ nach N ® R’, wobei geméafi Konstruktion
fiir R-Algebrahomomorphismen R — R” die zu R’ bzw. R"” gehérigen kubischen
Abbildungen in der iiblichen Weise vertraglich sind, d. h. man erhélt eine Poly-
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nomabbildung von M nach N. Die Eigenschaften homogener Polynomabbildun-
gen vom Grad 3 bzw. kubischer Abbildungen liefern, daff die obigen Zuordnungen
invers zueinander sind. Offensichtlich sind sie auch R-linear. O

A.29 Definition

Ein Paar (f, Df) bestehend aus Morphismen von Garben von Mengen f: M —
N und Df : M x M — N heiit kubische Abbildung, falls (f(U), D f(U)) fiir jede
offene Teilmenge U von X eine kubische Abbildung ist. Eine kubische Abbildung
von M nach Ox heifit kubische Form. O

A.30 Bemerkung

Sei (f, Df) eine kubische Abbildung von M nach N. Ist A eine Ox-Algebra und
U C X offen, so induziert (f(U),Df(U)) nach A.27 eine kubische Abbildung
(f(U)a@), DF(U) a@w)), die nach Konstruktion mit den Restriktionen vertréglich
ist. Durch Ubergang zur assoziierten Garbe wird weiter eine kubische Abbildung
von M ®o, A nach N ®o, A induziert, wobei nach Konstruktion klar ist, daf
fiir Ox-Algebrahomomorphismen A — A’ die zu A4 bzw. A’ gehérigen kubischen
Abbildungen in der iiblichen Weise vertraglich sind, d. h. (f, Df) induziert eine
Polynomabbildung von M nach A, die homogen vom Grad 3 ist. Analog folgt,
dafB jede quadratische Abbildung eine homogene Polynomabbildung vom Grad 2
induziert. O

A.31 Satz
Die Mengen der

konstanten Morphismen von M nach A" und Poly, (M, N)
multilinearen Morphismen von M nach A" und Polg;"! (M, N)
quadratischen Abbildungen von M nach N und Pol, (M, N\)
kubischen Abbildungen von M nach A" und Pol, (M, N)

sind als Ox-Moduln jeweis kanonisch isomorph.

BEWEIS:

GeméfB A.4 a),b) und A.30 induzieren konstante bzw. multilineare bzw. quadra-
tische Abbildungen (multi)homogene Polynomabbildungen des entsprechenden
Grades. Andererseits liefert eine homogene Polynomabbildung gemafl Bemerkung
A.16 fir jede offene Teilmenge U von X eine homogene Polynomabbildung des
gleichen Grades von M(U) nach N (U), die dann einer Abbildung des geforder-
ten Typs entspricht (A.28, [Ro]). Daf} die beiden Zuordnungen invers zueinander
sind, folgt, da die Zuordnungen der entsprechenden Mengen in jedem Halm invers
zueinander sind. O
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A.32 Definition

Seien f € Polp, (M) und z,y,z € M @ A, A Ox-Algebra und f4(z) sei inver-
tierbar. Dann heif}t

D Dylog f(z) := f(2)*[f(2) DuDy f(2) = Do f(2) Dy f(2)]

logarithmische Ableitung von f nach « und y an der Stelle z. O

A.33 Bemerkung
Sei f € Polp, (M) und z € H°(X,Ox)*. Dann ist die Polynomabbildung
DDlog f(z) : M x M — N eine symmetrische Bilinearform.

BEWEIS:
Die Behauptung folgt aus A.25 b) und A.24 c). O
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