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1.

Sea R una K-algebra (con unidad). Demuestra que si R es semisimple, todo R-mddulo es semisimple. Como
corolario: justifica que si G es un grupo finito, toda representacién compleja de G es completamente reducible
(es decir, es suma directa de irreps). Puedes usar que (1) una suma directa arbitraria de mddulos semisimples
es un mddulo semisimple, (2) todo cociente de un mddulo semisimple es semisimple, (3) todo mddulo es un
cociente de un mddulo libre, (4) si R es algebra semisimple entonces rR es un R-mddulo semisimple.

Determinar la representacién regular (a izquierda) del algebra Q[z]/(z3 + 1) (esto quiere decir: respecto a una
base conveniente del algebra, encontrar las matrices de los operadores de multiplicacion y escribir la matriz de
un elemento genérico del dlgebra).

. Sea G un grupo finito y V un G-médulo. Sea W un G-submdédulo y W’ un subespacio cualquiera tal que

V =W @ W'. Tomemos my:V — V la proyeccién en W. Demuéstrese que la aplicacién 7:V — V definida
como 7(v) = Tcl:| > ogec gmw (g7 v) es un homomorfismo de G-modulos y que 7% = 7. Concliyase que ker(r)

es un G-médulo complementario a W (por lo tanto todo G-médulo de dimensién finita es completamente
reducible).

. Sea G un grupo y para cada g € G definamos la aplicacién ¢,: G — G dada por ¢, (h) := ghg~!. Compruébese

que cada ¢4 es un automorfismo del grupo G. Sea Inn(G) := {p,:9 € G}. Demuéstrese que Inn(G) es un
subgrupo normal del grupo de automorfismos de G. Definimos el subgrupo derivado [G, G| de un grupo G como
el subgrupo generado por los “conmutadores”, es decir, los elementos [g, h] := ghg~'h~! de G. Compruébese
que [G, G] es un subgrupo normal de G. Cuando G es finito demuéstrese que el niimero de IRREPS complejas
de grado uno de G coincide con el cardinal del grupo G/[G, GJ.

. Determina los caracteres de las IRREPS complejas del grupo simétrico Sy.

. Sea Q = {+1, +i, 47, +k} el grupo cuaternién (la tabla de multiplicar se resume en i? = j? = k? = ijk = —1).

Determina cudntas representaciones irreducibles complejas hay salvo isomorfismo. Encuentra las dimensiones
de dichas representaciones. Determina las representaciones irreducibles complejas y su tabla de caracteres.

. Si Gy y G2 son grupos y consideramos su producto cartesiano G1 x Gy := {(z,y):x € G1,y € G2} con operacién

por componentes, demuestra que para cualquier cuerpo K el dlgebra grupo K (G; x G3) is isomorfa al producto
tensorial KG1 ® KGs.

. Sea G un grupo finito y H un subgrupo de G. Definamos H := ﬁ dohenh € QG. Demuestra que H es un

idempotente de QG y que es central (es decir, pertenece a Z(Q@)) si y solo si H es un subgrupo normal de G.

. Sea G el subgrupo de GL2(Z3) formado por las matrices del tipo (§ 2). Calcilese el grupo [G, G] definido en

algun ejercicio anterior. Determinense las IRREPS complejas de grado uno de G. ;Cuantas IRREPS complejas
de grado > 1 tiene el grupo?



