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Representaciones de grupos finitos

Teorema

Sea G un grupo finito. El ndmero de clases de
isomorfia de representaciones irreducibles complejas
coincide con el nimero de clases de conjugaciéon de

G

Dem. KG = M, (C)®---® M, (C) y el nimero de
representaciones irreducibles complejas es g.

Z(KG)=C@®---a&C (hay g-sumandos) ,
por lo tanto dim(Z(KG)) = gq.
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Veamos que hay tantas clases de conjugacién como
dim(Z(KG)): Sea z € Z(KG) y pongamos
Z=) ,cc & Paratodo h € G se tiene

z=hzh ' =) Nhgh™' = Nprgg' =
4 &'

Z )\h—lghg-
g

por tanto Ag = Ap-1,, para todo h. Todos los
conjugados de g tienen el mismo escalar en la

expresion z = - A8
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Luego si denotamos por g* la suma de todos los
conjugados de g,
tenemos un g* por cada clase de conjugacién.

Ademis

z= Z A&
lo que quiere decir que el conjunto de los diferentes
g* es un sistema de generadores de Z(KG).
Ademas son L.I. porque si > A\;g* =0 como las
clases de conjugacién forman una particion del
grupo, se tiene A, = 0. Por tanto {g*} es una base
de Z(KG) y g = dim(Z(KG)) = nimero de clases
de conjugacién de G.
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Teoria de caracteres.

Recordermos que la traza de una matriz cuadrada
es la suma de los elementos de su diagonal. Si
denotamos por tr la traza de una matriz, se trata de
una aplicacién lineal

tr: My(K) — K

dada por tr(aj) = ), aji. Esta aplicacién lineal
cumple que

VA, B € My(K), tr(AB) = tr(BA).
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Por lo tanto si P es cualquier matriz inversible
tr(PAP™1) = tr(A)

para toda A € M,(K).
Esta propiedad permite definir el concepto de traza
de una aplicacién lineal f: V — V siendo V un e.v.
de dim. finita. En efecto: fijemos una base B de V
y definamos

tr(f) := tr(Ms(f))

siendo Mg(f) la matriz de f relativa a la base B.
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La definicién no depende de la base elegida porque
si B’ es otra base, existe una matriz inversible tal
que Mp/(f) = PMg(f)P~! y entonces

tr(Mg/(f)) = tr(Mg(f)).

Por lo tanto tenemos una aplicacién lineal

tr: Endg(V) — K
tal que Vf, g € Endk(V), se cumple

tr(fg) = tr(gf).
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Caracter de una representacion

Dada una representacion de grado finito
p: G — GL(V) de un grupo G en el espacio V,
definimos el cardcter de p (denotado x,) como la
aplicacion

Xp: G = K

tal que Vg € G, se tiene x,(g) = tr(p(g)).



Calcular el caracter de la representacion de Az dada
por d: Az — GL,(C) siendo

d(s) = ((1) _01) ,d(g) = (__%32 fﬁ) '



Tenemos

e
— N
_
o
1_2f_2
o

d(sg?) = (



Por tanto el caracter y, de la
representacion es:

1 g | g° s|sg sg’

xq12 -1 —1/0/ 00

n
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Problema

Determinar la tabla de caracteres de As.

Aparte de la representaciéon de grado dos, cuyo
caracter hemos calculado en el problema anterior,
teniamos dos representaciones irreducibles de grado
uno no isomorfas
1ZA3—>(CX UIA3—>CX
s—1 s— —1
g—1 g—1



La table completa de caracteres de Aj es:

X1
Xu
Xd

N P ==
—_
—_
|
[y
|
—_
|
[
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Observaciones

A partir de aqui, el cuerpo base sera C.
Para toda representacién p: G — GL(V),
(1) = dim(V),
Si dim(V) =1, se tiene x, = p.

Si p1 y po son representaciones isomorfas de G,

Xpl - sz'

Dem. La condicién de isomorfia implica la
existencia de un isomorfismo lineal f: V; — VW,

tal que Vg € G, pa(g)f = fpi(g).



Entonces p2(g) = fp1(g)f ™" luego X,,(8) = Xx,(8)
por tanto x,, = X,,-
Si p: G — GL(V) es una representacién
compleja, Vg € G se tienen x,(g71) = x,(g).
Dem. Como p(g) es diagonalizable su traza es

la suma de sus autovalores.

p(g) = p diag(A1,..., Ag)p ™

plg™!) = pdiag(\ ', ..., A )p
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Pero cada \; es de norma unidad p(g) es de orden
finito (todo endomorfismo de orden finito tiene
autovalores que son raices n-ésimas de la unidad).
Asi

x,(g) = ZA_ = Z At =tr(plgh) = x,(g7h).



Teorema

Si A es un algebra de dimensién finita sobre un
cuerpo K algebraicamente cerrado y M es un
A-médulo simple, entonces Vf € Enda(M) no nulo,
existe A € K*(= K\ {0}) tal que f = Aly.

Dem. ker(f) es una A-submédulo de M luego
ker(f) = 0 (no puede ser ker(f) = M porque

f #0). Andlogamente Im(f) = M. Luego f es un
automorfismo.
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Por lo tanto todo elemento no nulo del algebra
Enda(M) es inversible lo que quiere decir que
Enda(M) es un dlgebra de division (y de dimensidn
finita por serlo M). Como K es algebraicamente
cerrado, Enda(M) = K luego todo elemento es
multiplo escalar de la identidad.



Sean p1: G = GL(V) y p2: G — GL(W) dos
representaciones de G. Suponemos que V' y W son
K-espacios vectoriales. Definamos por hom(V, W)
el K espacio de todas las aplicaciones lineales

V — W. Si Vy W son finito-dimensionales
hom(V, W) cumple

dim(hom(V, W)) = dim(V) dim(W).

Denotemos por homg(V/, W) el subespacio de
hom(V, W) de todas las f: V — W tales que
f(gv) = gf(v) paracada g € G, v e V.



Teorema (dimensional)

Supongamos que p;: G — GL(V) y
p2: G — GL(W) son irreps de G.
Si p1 2 po se tiene homg(V, W) = 0.

Sea K algebraicamente cerrado. Si p; = p, se
tiene dim(homg(V, W)) = 1.

Dem Sea f € homg(V,W). V y W son G-médulos
simples luego ker(f) es 0 o V. Analogamente

Im(f) =0 o W. Como las representaciones no son
isomorfas, V no es isomorfo a W como G-mddulo .



por tanto ker(f) = V, Im(f) = 0. En este caso
homg(V, W) = 0. Supogamos ahora que p; = pr y
K algebraicamente cerrado. Existe un isomorfismo
de G-médulos f: V — W. Para cualquier otro

g € homg(V, W) se tiene f g € Endg(V) = K
por tanto f g = A1 para algiin A € K*, luego

g = A y dim(homg(V, W)) = 1.



Definicidn

Sea p: G — GL(V) una representacién en el
K-espacio vectorial V. Sea V* := homg(V, K) el
dual de V. Definimos la representacién dual

p*: G — GL(V*) mediante

p*(&)(F) =fp(g™")

paracada g € G, f: V — K elemento de V*.

Problema: Vg € G, x,-(g) = x,(g)-
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Recordemos que si V' 'y W son K-espacios
vectoriales de dimensién finita, hay un isomorfismo

6: V'@ W = hom(V, W)

tal que f ® w — f( )w siendo esta, la aplicacién
V — W tal que v — f(v)w:

[FO)wl(v) = f(v)w

paracada f e V¥, we W, v e V.

Dem. Es facil ver que 6 es un monomorfismo y
como ambos espacios tienen la misma dimensién, 6
es un isomorfismo.



Proposicion

Si A e M,(K), B € My(K) entonces
tr(A® B) = tr(A) tr(B).

Dem. Si A = (aj;) entonces

allB al,,B
tr(A® B) =tr| : =
a,,lB a,mB

aj tr(B) + -+ + apn tr(B) = tr(A) tr(B)



Corolario

Si pi: G — GL(V;) para i=1,2son
representaciones de G en los K-espacios V; y V>,

entonces X p,ep,(8) = X, (&)X 0,(g) para cada
g € G.

Dem.
Xoop(8) = tr(p1(g) ® pa(g)) =

tr(p1(g)) tr(p2(g)) = X1 (&)X (8)-



Sip1: G— GL(V)y p2: G— GL(W) son
representaciones de G en los K-espacios V yW,
podemos definir la representacién

p1F p2: G — GL(hom(V, W))

tal que (p1 - p2)(g): hom(V, W) — hom(V, W)
viene dada por

T — pa(g) Tpi(g™)
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El isomorfismo 6: V* @ W — hom(V, W) descrito
anteriormente, induce un isomorfismo de
representaciones

p1 p2 = pi @ pa.

Compruebe el lector que para cada g € G se tienen
cuadrados conmutativos

£ @ W(p’{®pz)(g) V@ W
el le

hom(V/, W()plmgl_som( vV, W)

vV



Corolario

Xpitpr = Xpi®ps

En particular, para representaciones complejas,
Vg € G se tiene

Xoikp2(8) = Xp: (8)X0(8) = X0 (&)X (8)-

Formula

\V/g € G, Xpﬂ—pz(g) = Xpl(g)sz(g)‘
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Recordemos que si S es un subespacio de un
K-espacio vectorial V/, y fijamos una
descomposiciéon V =S @ S’, una aplicacién

p: V — V tal que p(x) = x paracadax €Sy
p(S") = 0 se llamara una proyeccién en S. En este
caso si V es de dimension finita,

tr(p) = dim(S).

Dem. En una base conveniente de V/, la matriz de p

es |
n 0 L
(O 0)’ n = dim(S).
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Lema

Para que una aplicaciéon f: V — V sea una
proyeccion en un subespacio S de V es suficiente
que

f2="f,y

f(x) = x siy solosi x € S.

Dem. Si p es una proyeccién en S, el nicleo de p es
S’y su imagen S. Por lo tanto V = ker(p) @ Im(f).
Ademds como p(x) € S se tiene p(p(x)) = x para
todo x.



Reciprocamente, si se cumplen las dos condiciones,
es facil comprobar que ker(f) N Im(f) = 0 (porque
si z € ker(f) NIm(f) se tiene z = f(q) luego
0=1f(z) =f(f(q)) = f(q) = z). Ademds ¥x € V,
x = f(x)+ (x — f(x)) y x — f(x) € ker(f). Por
tanto

V = Im(f) & ker(f).
Ademds, si x € S, tenemos x = f(x) € Im(f). Por
otra parte si x € Im(f) tenemos x = f(y) luego
f(x) = f(f(y)) = f(y) = x lo que implica x € S.
Concluimos que
S =Im(f).

y f es una proyeccion en S.



Sea G un grupo finito, p1: G — GL(V) y
p2: G — GL(W) representaciones complejas de G.
Definamos F: hom(V W) — hom(V, W) por

F(T) = sz(g Tp(g™).

gGG

Lema

La imagen de F es homg(V, W).

Objetivo: siendo S := F(T), i S € homg(V, W)?



SeaveV, heG:
S(hv) = S(pi(h)(v)) =

sz g Tlp(g (M)} =

geG

‘sz(g {Tlo(g th ()]} =

getG

‘G‘Pz ) > pa(h @) {Tloa(g T h)(v))]} =

geG



‘G‘Pz )Y pa(h @) {Tlor(g th)(V))]} =

geG

Zm(k Tpi(k ) (v) =

keG
p2(h)(5(v)) = h5(v).
Esto prueba que Im(F) C homg(V, W).



Veamos ahora hom¢g(V, W) C Im(F). Sea
T € homg(V, W). Entonces Vg € G se tiene
p2(g) T = Tpi(g) por tanto

A =1g sz(g Tpi(g ') =

gEG

Z p(g)p(g™ ‘G’ZT T,

gEG getG

luego T € Im(F). Como corolario F? = F.



Como F?2 = F se tiene

tr(F) = dim(hom¢(V, W)).

Corolario

Si las irreps p1: G — GL(V) y p2: G — GL(W)
son isomorfas, entonces tr(F) = 1, en caso
contrario tr(F) = 0.

Véase el Teorema
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Definicidn

Sip1: G— GL(V)y p2: G— GL(W) son
representaciones complejas de grado finito de un
grupo finito G, definimos el producto escalar de sus
caracteres:

{Xors Xpo) ‘G’me (€)X (8)
geG
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Esta aplicacion es lineal en la variable de la izquierda
y conjugado-lineal en la variable de la derecha:

<Xl +X27X3> = <X17X3> X27X3>7

(
(X1, X2 + x3) = (X1, x2) + (X1, X3),
(kx1, x2) = k{x1,X2),

<X17 kX2> — k<X17X2>7
Para cualquier k € C y caracteres x;, i =1,...,4.



Ademas

{(x1:Xx2) = (X2, x1)

VX, {(x,x) = 0.
Vx({x,x) =0 siysolosi xy =0).
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Teorema

Sip1: G— GL(V)y p2: G — GL(W) son irreps
complejas del grupo finito G cuyos caracteres son
respectivamente X1 y X2, entonces

<X1 X2> _ 1 Si P1 = P2
’ 0 sipZp



Recordemos que F: hom(V, W) — hom(V, W)
dada por

F(T) = sz(g Tpi(g ™).

gEG

tiene tr(F) = 1si p1 = po y tr(F) = 0 en caso
contrario (véase ). Ademas:

(1 F p2)(@)T) =pag) Tpa(g ™) =

1
F—fzg:pﬁpz



1
F=Ta Eg:(m = p2)(g)

tr(F) = \G] Ztr p1F p)(g)) ZXpll—pz (g)) =
g

m Z Xpl(g)ng(g) = <X;027 X01> = m

Luego (X, Xp,) €s nulo si p; % pyy 1si p1 = py.
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Teorema

Sea G un grupo finitoy p: G — GL(V) una
representacion compleja de grado finito.
Descompongamos p como suma directa de irreps de

G:
PN nip;

con n; € Z \ {0} y cada p; es una irrep. (p; # pj si
i #j). Sea 7: G — GL(W) una irrep. compleja
cualquiera de G. Entonces (x,, x-) = n; siendo

pi =T.
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(Xpo Xr) = > 0iXpys Xr)

/

el tnico sumando no nulo es aquel en que 7 = p;.
Por tanto

<Xpa XT> = Nn;

donde 7 = p,.
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Teorema

Sea G un grupo finito. Una representacién compleja
p: G — GL(V) de grado finito es irreducible si y
solo si su cardcter x cumple (x, x) = 1.

Ya hemos visto que si p es irreducible (x, x) = 1.
Veamos el reciproco. Sabemos (y, x) = 1,
descompongamos p como suma de irreps

P = Z n;pi

con n; > 0 (enteros) y las p; no isomorfas dos a dos.



Entonces x = Y. njx; siendo x; := X,
L=(0x) = O mxi > mxg) = ninixi, xj) =
,. - —
2
i

N
Por lo tanto solo puede haber un n; y vale 1. Luego
p es irreducible.



Representaciones de grupos finitos

Irreps de Z,

Todas las irreps complejas de un grupo abeliano
finito son de grado 1: sea p: G — GL(V) con
dim(V) finita y G abeliano finito. El conjunto
{p(g)}gec C GL(V) es un conjunto de aplicaciones
diagonalizables y que conmutan dos a dos. Es
sabido que existe una base de V tal que todas las
p(g) diagonalizan en dicha base. Si tomamos un
elemento v de dicha base, el subespacio generado
por v es por lo tanto p-invariante. Como p es

irreducible, V es el subespacio generado por v luego
dim(V) = 1.
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Por lo tanto todas las irreps complejas de Z, son de
grado uno, es decir, homomorfismos de grupos

Z., — C*. Sabemos que hay tantas irreps complejas
como clases de conjugacion del grupo. Como el
grupo es abeliano, hay tantas clases de conjugacion
como elementos en el grupo. Por lo tanto, salvo
isomorfismo, solo hay n irreps de Z,,.
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Vamos a calcularlas. Si ponemos Z,, = (m: 7" = 1)
todo homomorfismo p: Z, — C* queda
determinado por p(7) que es una raiz n-ésima de la
unidad. Escribiendo w = exp(2X/) tenemos las
representaciones pg, p1, - - - , Pn_1 definidas por

pr(m) = Wk

Como son todas distintas, son todas ellas no
isomorfas.



S

€ V|3

Po
P1
P2
P3

—_ = = |

w=exp2mi/3
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Teorema

En un grupo abeliano finito G por cada irrep p de G
tenemos un idempotente

\G\Zp

geG

en el dlgebra grupo CG. Si py 7 son irreps no
isomorfas e,e; = 0. Ademas

Zepzl.
P



1
€6y = TGP Xp(&)x-(h)gh =

e X,(g)x-(g 'gh)gh =

i‘z Z Yol@)x-(& 1) x- (gh)gh =

o[~

Z (&)x-(g" )|G| ZXT(gh gh =



? zg: o(&)x-(g7" | é| zh: x-(gh)gh = (X, x+)e-

€p€r = <Xp7 XT>eT
luego

> . .
ep = €p, €p€r = 07 Sl p 7é T.

Veamos que > e, = 1.
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Para demostrar
> & =1
p

tengamos que cuenta que las representaciones son

0 - -5 Pn-1Y que pi(m) = wk.

n—1 n—1

1 N1 o

€ = E p(m)m = - g Wt
j=0 Jj=0

n—1 n—

1 n—1 n-—1
wfkﬂj——E: W)

j=0 j=0 k=0



n—1 n-—1

e = (Y W

p j=0 k=0
n—1 ;
1=

Para j # 0, kg_owfk: 1w =0 pues w" =1

n—1
Para j =0, ijk:n
k=0

Zepzl.
p
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Por lo tanto el algebra grupo compleja de Z,, se
descompone como

CZ, = EPCe,
P

donce p varia en el conjunto de representaciones
irreducibles (dos a dos no isomorfas) de Z,,.
Sabemos ademds que hay exactamente n de tales
representaciones.
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Ejemplos

ZQ 1 /s
00 1 1 epo T %1(1 + 7T)7
01 1 -1 € = E(l - 7T)

CZy = Cey @ Cey
donde ¢ :=¢,, 1 =0, 1.
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Siendo w = exp 27i /3,

Zz | 1| 7w | w2
po 1] 1|1

p1 | 1| w |w?
o | 1] w?| w

(1 +7+7?)
3(1 + wr + w?r?)
3(1+ WP + wr?)

CZz = Cey ® Ce; & Cey,

e =e,, =1,23.



