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Representaciones de grupos finitos

Sea R un anillo conmutativo y unitario con unidad.
Un R-médulo A se dice que es una R-dlgebra si esta
dotada de una aplicacién

AxA—A

que es R-lineal en cada variable. Dicha operacién
(llamada producto en lo sucesivo) se denotara
usualmente por la simple yuxtaposicién o por un
punto -. Si dicha operacidn es asociativa diremos
que A es una R-dlgebra asociativa. En esta parte de
la asignatura, todas las dlgebras que consideremos
seran asociativas.
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Si una R-dlgebra A tiene elemento neutro para el
producto, diremos que es un algebra con unidad. Las
algebras que consideraremos en este capitulo serdn
siempre algebras con unidad. Un &lgebra (asociativa)
y con unidad 1 € A diremos que es un algebra de
divisién si

Vx € A\{0},dy e A: xy =yx =1.
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Algebras de division reales

Cuando el anillo base R sea un cuerpo, R = K, toda
K-4lgebra es un espacio vectorial por tanto tiene sen-
tido hablar de su dimensién (como espacio vectorial).
Como ejemplos de dlgebras reales (es decir R-algebras),
podemos citar R, C y H. El algebra H de los cuater-
niones de Hamilton consiste en un espacio vectorial
de dimensién cuatro con una base {1,/,j, k} cuya
tabla de multiplicar se resume en

i?=j?=k*=ijk = —1.
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La tabla de multiplicar completa de H es

17 [k
11l 7] |k
ilil—=1] k| —j
Jljl—k| =1 i
k| k| j | —i]-1

Por ejemplo, para deducir que ij = k hacemos

ijk=—1=ijk? = —k = ij = k.
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Por lo tanto H = {A\¢1 + A1/ 4+ Aoj + A3k: A; € R}
La aplicacién lineal H — H dada por x — X donde

Aol + AP+ Aoj + Ask := Mgl — Aii — Aoj — A3k
satisface las propiedades
Xy =y X, X = X

para todos x, y € H. Esta aplicacion se llama
conjugacion cuaterniénica.
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Teorema

Para cada x € H se tiene xx = ||x||? donde la
norma viene dada por ||x|> = A3 + A\ + A3 + )3
siendo x = Aol + A1/ + A\pj + Ask.

Corolario

H es un dlgebra de division

Dem. Si x # 0 se tiene ||x|| # 0 luego
= x| 2%,
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En un algebra A de dimensién finita, sobre un cuerpo
K, todo elemento x € A es raiz de un polinomio
modnico minimal

m(x) = 0.
La minimalidad quiere dedir que si otro polinomio f

verifica que f(x) = 0, entonces f es un mdltiplo de
m.
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Demostremos que cada x € A es raiz de un polinomio
monico: consideremos las potencias de x:

_ 0 2 n
1=x"x,x°,...,x", ...
Como A es de dimensién finita dicho conjunto no

puede ser linealmente independiente para todo n.

Luego existe un n tal que 1 = x% x,x%,...,x" es

linealmente dependiente.



Dicho n se puede tomar minimo. Por
tanto existen escalares \; € K con
An # 0 tales que

A+ Ax+--+ A x"=0.
Dividiendo entre A\, vemos que x es
raiz de un polinomio ménico de grado
n minimo.
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Ahora consideramos el anillo de ideales K[T] en la
indeterminada T. Este es un dominio de ideales prin-
cipales y el conjunto

I:={p € K[T]: p(x) =0}

es un ideal de K[T]. Por tanto dicho ideal es
principal. Luego existe un polinomio ménico
m € K[IT] tal que / = (m). Esto demuestra la
minimalidad de m.
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Teorema

Sea A un dlgebra de dimensién finita sobre un
cuerpo K algebraicamente cerrado. Si A es de
division, entonces A = K.

Dem. Sea x € Ay m su polinomio minimal. Dicho
polinomio se descompone en producto de polinomios
de primer grado:

m:ml...mk

con m; € K[T] cada uno de ellos de primer grado.
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Entonces
0= m(x) = m(x)--- m(x)

y como A es de divisién, alguno de los factores es
nulo. Por tanto m;(x) = 0 para algin i. Como m; es
de primer grado, m; = aT +bcon a,b € Ky a+# 0.
Luego ax + bl = 0y por tanto x = —a 1bh1. Hemos
demostrado que todo elemento es miiltiplo escalar de
1.

A=Kl=K.



Corolario

Toda algebra compleja de division y
de dimensidn finita es isomorfa a C.

.Y qué se puede decir de las algebras
reales de divisidon y dimension finita?
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Proposicién

Sea A una R-dlgebra de divisidon de dimensién finita
(unital). Entonces todo el polinomio minimal de
cada elemento de A es de grado < 2.

Dem. Sea x € A, si x = Al € R1 entonces x
satisface el pollnomlo T — X. Supongamos que x no
es escalar. Sea m su polinomio minimal. Sabemos

que m = [[; m; donde cada m; es un polinomio
irreducible de R[T] (por lo tanto cada m; es de
grado uno o dos).



Como 0 = m(x) = [, mi(x), al ser A
un algebra de division, concluimos
que para algtn i se tienen m;(x) = 0.
Por tanto x es raiz de un polinomio
de grado dos (al no ser escalar x, no
puede ser raiz de un polinomio de
grado uno).
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Hemos demostrado que en un algebra real de division
y de dimensién finita A, los elementos no escalares
son raiz de polinomios de segundo grado:

Vx € A\R1,3p,g € R: x> = px +q.

(esto es lo que se llama un &lgebra cuadratica)



Recordemos de la teoria de extensiones de cuerpos:

Teorema

Si F es un cuerpo extension de R con dimg(F)
finita, entonces F =R o F = C.

Sketch de la demo.

F=R[T]/(p)
donde p es un polinomio irreducible de R[T]. Luego
p es de grado 1 o 2. Como

dimg(F) =dimg R[T]/(p) = gradoﬁé) ) concluimos
que F es de dimensiéon 1 o 2 como R-espacio.
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Si dimg(F) = 1 se tiene F = R.

Sidimg(F) = 2y tomamos x € F\R1 existen p, g €
R tales que x> = px + g. Entonces y := x — p/2
verifica

y2=x*>—px+p?/4=q+ p*/4 € R1.

Tenemos entonces y € F \ R1 cuyo cuadrado es un
escalar k. Veamos que dicho k es negativo:



Si kK > 0 tenemos

0=y?—kl=(y—Vkl)(y+ Vkl)

luego y = vkl o y = —/k1 contradiccién. Luego
y? = k1 con k < 0. Definamos entonces

i=y/v—k.

Es facil ver que i2 = —1y que {1,/} es linealmente
independiente con lo que F =R & R/ = C.



Lema

Si A es un algebra real de division de
dimension finita mayor que 1, siempre
existe un elemento cuyo cuadrado es

—1.



Teorema de Frobenius

Teorema

Toda algebra real de division y de di-
mension finita es isomorfa a R, C o
HL.

Como corolario, las algebras reales de
division y dimensidn finita solo
pueden tener dimension 1, 2 o 4.
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Dem. del T. de Frobenius

Sea D una R-3lgebra de divisiéon de dim. finita. Sea
F un subespacio conmutativo de D de dimension
maxima. Definamos el centralizador de F en D como
el subespacio

Cp(F) ={xe€eD:xy =yx, Vy € F}.
Se tiene F C Cp(F). Veamos que F = Cp(F).
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Tomemos x € Cp(F), entonces F C F + Rx y por
maximalidad de F se tiene F = F+Rx lo que implica
x € F.

F = Cp(F).
Vemos que F es cerrado para el producto: si

x,y € F entonces para cada f € F se tiene
xyf = xfy = fxy luego xy € Cp(F) = F.
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Vemos que F es cerrado para la inversion: si x € F
entonces xf = fx para todo f € F. Luego f = x 'fx
luego fx~! = x~1f por tanto x 1 € Cp(F) = F

F es un cuerpo.

(por lo tanto F = R o F = C como vimos antes).
Ahora, si dim(D) = 1 tenemos D = R y en este
caso hemos terminado. Suponemos pues

dim(D) > 1. Por el Lema previo existe un elemento
i de cuadrado —1.
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Estamos en el caso dim(D) > 1y 3i € D tal que
i> = —1. Entonces F no puede ser F = R1 porque
R1 @& R/ es un subespacio conmutativo de dimensién
2 lo que contradice la maximalidad de F. Por lo
tanto podemos tomar F = R1@® R/ = C. D es un
F-espacio vectorial por la izquierda Definamos

S: D — D, tal que S(x) = xi

para cada x. Esta aplicacién es F-lineal y como
5§52 = —1p, es diagonalizable.
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Como S es raiz del polinomio T2+ 1 = 0 los tinicos
posibles autovalores son +i. Sea D, :={x € D: xi
ix} es espacio propio de autovalor /,

D_ = {x € D: xi = —ix} es espacio propio de
autovalor —i. Setiene D,ND_ =0y D =D, +D_.
Esto ultimo obedece a la igualdad

1 1
X = E(X — ixi) + E(X + ixi)

donde x —ixi € Dy, x+ixi € D_.



D=D,a®D_

D.D.cD,, D.D-cD,, D.D.cD_, D D, CD..

Por otra parte D C Cp(F) = F C D luego D; =
R1 @ Ri. Si D_ = 0 hemos demotrado que D =

D, = C. Supongamos D_ # 0.
Si fijamos z € D_\ {0}, la aplicacién D, — D_ tal

que x — zx es un isomorfismo de espacios

vectoriales (su inversa en x — z 1x). Por lo tanto

dim(D,) = dim(D-) y dim(D) = 2dim(D,.).
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Sea z € D_ no nulo. Como z satisface una ecuacién
de segundo grado z?> = pz + q donde p,q € R. Por
otra parte z € D_ luego zi = —iz y z%i = iz? lo que
implica pzi + qi = piz + qi, es decir, pzi = piz por
tanto p =0y z? € R1.

Z2=kl, keR



Si kK > 0, tenemos

0=22—kl=(z—Vkl)(z+ Vkl)

luego z = +£v'k € R una contradiccién.
Asi k < 0y definiendo j = z/+/—k tenemos j € D_
tal que j2 = —1. Definamos ahora k = ij.

K2 = jjij = =% = j* = —1

itk = kk = —1
por lo tanto
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Ademds 1,/,j, k son linealmente idempendientes y
D = R1 & Ri & Rj & Rk satisfaciéndose

i?=j?=k®=jjk=—1.

En resumen



Un algebra A se dice que es simple si
A% £ 0y sus lnicos ideales son 0 y A.
Si un algebra A tiene unidad son
equivalentes:

(1) A es simple.

(2) Los tnicos ideales de A son 0y A.



Como consecuencia de la teoria de
Wedderburn-Artin, si A es un algebra

simple y de dimensién finita sobre un
cuerpo K, se tiene que A es isomorfa
a un algebra M,(D) (matrices n X n
con coeficientes en D) donde D es
una K-algebra de division y
dimensidn finita.



Corolario

Si A es un algebra compleja, simple y
finito-dimensional,

A= M,(C)

para un cierto natural n.

Si M,(C) = My (C) entonces n = k.



Corolario

Si A es un dlgebra real, simple y finito-dimensional,
A es isomorfa a M,(R), a M,(C) o a M,(H) para
algin n.

Si M,(D) = My(D) entonces n = k (vélido para
D =R,C o H).

Ademas Vn, k se tiene M,(R) 2 M,(C),

Mi(R) % Mi(H), M,(C) 2 M(H).
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Un dlgebra A se dice semisimple si es suma directa
de dlgebras simples. Esto es equivalente a que A sea
semisimple como mdédulo sobre si mismo a
izquierda: 4A es un A-médulo semisimple. Otra
caracterizacion de la semisimplicidad de A es que
todo A-submddulo de 4A sea un sumando directo.
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Teorema

A es un algebra semisimple (de dimensién finita)
sobre un cuerpo K algebraicamente cerrado si y solo
si A es isomorfa a

Mn1(K) DD an(K)

donde n; € N*. Los naturales n; estan determinados
de forma Unica.
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Teorema

A es un algebra semisimple (de dimensién finita)
sobre R si y solo si A es isomorfa a

My, (D1) @ - - - ® Ma,(Dq)

donde n; € N* y cada D; es R, C o H. Los
naturales n; y las dlgebras D; estdn determinados de
forma Unica.



i Salvo isomorfismo, cuantas algebras
complejas semisimples de dimension
< 4 hay?

Dimension 1: C

Dimensién 2: C?

Dimensién 3: C>

Dimensién 4: C*, M,(C).



i Salvo isomorfismo, cuantas algebras
reales semisimples de dimension < 4
hay?

Dimension 1;: R

Dimensién 2: R?, C

Dimensién 3: R3, R C

Dimensién 4: R* R?2 ¢ C, C?, H,
M,(RR).
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Descomposicién de Peirce

Sea A una R-dlgebra (con unidad). R es un anillo no
necesariamente un cuerpo. Supongamos que

{e1,..., ey}

es un sistema de idempotentes ortogonales (i.e. eiej =
dje) tales que > /e = 1. Sea A; = eAg
{eixej: x € A} para i,j =

1,...,n. Entonces

A:éAU

ij=1
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Dem. Sea x € A,
x = 1x1 = (Z e/)X(Z ej) = Z € X€; € ZAU
i i i i

Esto prueba que A = Zu Ajj. Se deja al lector
demostrar que la suma es directa.
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Si A es conmutativa y i # j se tiene A; = eAe; =
Aeje; = 0. Ademas A; = e/Ae; = Ae; = ¢;A. Luego
en el caso conmutativo la descomposicién de Peirce

es
A = ®Ae;.



Modulo libre

Sea R un anillo conmutativo y uni-
tario. Sea X un conjunto, definimos el
R-mddulo libre generado por X como
el R-mddulo RX de todas las aplica-
ciones f: X — R de soporte finito.
Recordemos que

Sop(f) := {x € X: f(x) # 0}.



RX = {f: X — R|Sop(f) es finito }.

X — RX,x — f,

donde f,: X — R viene dada por f,(y) = dy,. Esta
aplicacién es inyectiva por lo que identificamos X
con su imagen en RX. Todo elemento de RX es
combinacidn lineal de ciertos f,:

VFERX),f= > f(xf
x€Sop(f)
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Ademds el conjunto {f,: x € X} es R-linealmente
independiente. Por lo tanto es una base de RX, i.e.
el R-médulo RX es libre. Cuando R es un cuerpo
se obtiene el espacio vectorial libre generado por X.
Como X se ha identificado con {f: x € X}, pode-
mos abusar un poco de la notacién y escribir

RX = {> Ax: A € R}
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En caso de que R = K un cuerpo, el K-espacio vec-
torial libre generado por un conjunto X es el conjunto
de combinaciones lineales formales

Z A X

donde x € X y los escalares A\, € K son nulos salvo
un numero finito.
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Obviamente las operaciones que dan a RX estructura
de R-médulo vienen dadas por

Z AxX + Z [y X 1= Z()\X + fix) X,
« Z A X 1= Z QA X.

Si X = G un grupo, entonces el R-mdédulo RG ad-
mite una estructura de R-dlgebra

(Z Ae8) (Z pnh) - Z Aehn(gh).
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Este dlgebra RG es lo que se llama el “algebra grupo” de
G con coeficientes en R.

Ejemplo: RZ,
Zy = {1,u} con u?® = 1.

RZy ={al+ fu: a, B € R}.

Busquemos los idempotentes de este algebra e =
al + Bu,

e? = o’1+ %1+ 20fu=al + Bu

o? + 5% =«
a0 =



a’+ 2 =a
208 =

Si B # 0 tenemos v = 1/2 = = £1/2.

Si =0, tenemos o =0, 1.
Por lo tanto los idempotentes de RZ, son

0,1,5(1+ u),5(1 - u).
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e1 = 2(1+u), & = 3(1—u). Estos dos idempotentes
son ortogonales

1 1
ee = Z(l +u)(1—u)= Z(l2 —u*)=0

y su suma es 1. Por lo tanto la descomposicién de
Peirce nos da

RZ; =Re; ®Rey =R R
ya que Re; Z Ry Re, = R.
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En realidad en la demostracién anterior solo hemos
utilizado que 1/2 € R por lo tanto el resultado es
cierto para todo cuerpo de caracteristica distinta de

dos:
Si car(K) # 2 se tiene KZ, = K & K.
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Teorema de Maschke

Teorema

Sea G un grupo finito y K un cuerpo cuya
caracteristica no divida al orden de G. Entonces el
algebra grupo KG es semisimple.

Dem. Sea A:= KG y V un A-submédulo de A.
Tenemos que demostrar que V' es un sumando
directo de A. Para ello tomamos un subespacio
vectorial W complementario de V/, es decir,
A=V ® W como espacios vectoriales.
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Sea p: A— Atal que p(v) =v paracadav e Vy
p(W) = 0. La imagen de p estd contenidaen V' y p
es una aplicacién lineal pero no es necesariamente
un homomorfismo de A-médulos .
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Definamos q: A — A mediante la férmula

Z gp(g'x).

gEG

Como car(K) no divide a |G| el escalar |G|

pertenece a K lo que le da sentido a la férmula de
arriba. Por otra parte como la imagen de p es V
cada elemento gp(x) € V para cada x. Luego la
imagen de g esta contenida en V.



Es facil demostrar que q(x + y) = q(x) + q(y) para
cualesquiera x,y € A. Veamos que g(hx) = hq(x)
para cada h € GyXEA.

ng(g thx) =

gGG
‘Zhh lap(g~ 1hx)—hm2h gp(g thx) =
geG geG

Z kp(k™'x) = hq(x).

keG
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Por lo tanto g es un homomorfismo de A-mddulos
g: A — A Ademis si x € V se tiene g7 lx € V
luego p(gix) = g7 lx y g(x) = x. Veamos que
q°> = q. Como q(x) € V, q(q(x)) = q(x). Tenemos
pues g° = q. Como g es un homomorfismo de A-
mddulos , ker(q) e im(g) son A-submédulos. Veamos
que
A = ker(q) ® im(q).



A = ker(q) @ im(q).

Si x € ker(g) Nim(q) tenemos x = q(y) y ademas
0 =q(x) = q(a(y)) = q(y) = x. Por tanto ker(q) N
im(q) = 0.

Por otra parte para cada a € A se tiene a = g(a) +
a — g(a) donde g(a) € im(q) y a — g(a) € ker(q).
Como V = im(q) concluimos

A=ker(q)® V.



