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Sesiones 1-2

Sea R un anillo conmutativo y unitario con unidad. Un R-mdédulo A se dice que es una
R-algebra si esta dotada de una aplicacion

AxA—A

que es R-lineal en cada variable. Dicha operacién (llamada producto en lo sucesivo) se
denotara usualmente por la simple yuxtaposicién o por un punto -. Si dicha operacion
es asociativa diremos que A es una R-élgebra asociativa. En esta parte de la asignatura,
todas las algebras que consideremos seran asociativas.

Si una R-algebra A tiene elemento neutro para el producto, diremos que es un algebra
con unidad. Las algebras que consideraremos en este capitulo seran siempre dlgebras con
unidad. Un algebra (asociativa) y con unidad 1 € A diremos que es un algebra de divisién

si
Vee A\ {0},3y € Aizy =yz = 1.

1 Algebras reales de division

Cuando el anillo base R sea un cuerpo, R = K, toda K-algebra es un espacio vectorial por
tanto tiene sentido hablar de su dimensién (como espacio vectorial).

Como ejemplos de algebras reales (es decir R-algebras), podemos citar R, C y H. El
algebra H de los cuaterniones de Hamilton consiste en un espacio vectorial de dimension
cuatro con una base {1,1, j, k} cuya tabla de multiplicar se resume en

P2 =% =k =ijk=—1.



La tabla de multiplicar completa de H es

BHEERFENE
11l |5 | &k
il il -1 k| —j
il =k| =11
k| 5 | =i -1

Por ejemplo, para deducir que ij = k£ hacemos
ijk = —1=ijk? = -k =ij = k.

Por lo tanto H = {A\g1 + A7 + A\gj + A3k: \; € R}. La aplicacién lineal H — H dada por
z — T donde

)\01 + )\12 + )\2] + )\3]{3 = )\01 — )\12 — )\Qj — )\3/{5

satisface las propiedades

Yy=9yT, T==1

para todos x,y € H. Esta aplicacion se llama conjugacién cuaternionica.

Teorema 1 Para cada x € H se tiene 2T = ||x||* donde la norma viene dada por ||z||* =
A2+ A2+ A3+ A2 siendo © = Aol + Aii + Aoj + Ask.

Corolario 1 H es un dlgebra de division

Dem. Si z # 0 se tiene ||z|| # 0 luego 7! = ||z||7?z. O

En un élgebra A de dimensién finita, sobre un cuerpo K, todo elemento x € A es raiz
de un polinomio ménico minimal
m(z) = 0.

La minimalidad quiere dedir que si otro polinomio f verifica que f(x) = 0, entonces [ es
un multiplo de m. Veamos que cada x € A es raiz de un polinomio moénico: consideremos
las potencias de x:

1=2az,2% ... 2", ...

Como A es de dimension finita dicho conjunto no puede ser linealmente independiente
para todo n. Luego existe un n tal que 1 = 2°, x,22,...,2" es linealmente dependiente.
Dicho n se puede tomar minimo. Por tanto existen escalares A\; € K con A, # 0 tales que
Ao+ Az+-- -+ A, 2™ = 0. Dividiendo entre A, vemos que x es raiz de un polinomio ménico
de grado n minimo. Ahora consideramos el anillo de ideales K[7] en la indeterminada 7.
Este es un dominio de ideales principales y el conjunto

I:={p e K[T]:p(z) = 0}

es un ideal de K[T]. Por tanto dicho ideal es principal. Luego existe un polinomio mdénico
m € K[T] tal que I = (m). Esto demuestra la minimalidad de m.



Teorema 2 Sea A un dlgebra de dimension finita sobre un cuerpo K algebraicamente
cerrado. Si A es de division, entonces A = K.

Dem. Sea x € A y m su polinomio minimal. Dicho polinomio se descompone en producto
de polinomios de primer grado:
m = ml .« e mk

con m; € K[T'] cada uno de ellos de primer grado. Entonces
0= m(z) = my(x) - ma(a)

y como A es de divisién, alguno de los factores es nulo. Por tanto m;(z) = 0 para algun i.
Como m; es de primer grado, m; = a1 + b con a,b € K y a # 0. Luego ax + bl =0 y por
tanto = —a~'b1. Hemos demostrado que todo elemento es multiplo escalar de 1.

A=K1=2K. O
Corolario 2 Toda dlgebra compleja de division y de dimension finita es isomorfa a C.
LY qué se puede decir de las dlgebras reales de division y dimensién finita?

Proposiciéon 1 Sea A una R-dlgebra de division de dimension finita (unital). Entonces
todo el polinomio minimal de cada elemento de A es de grado < 2.

Dem. Sea z € A, si x = Al € R1 entonces x satisface el polinomio T'— A. Supongamos
que z no es escalar. Sea m su polinomio minimal. Sabemos que m = [[, m; donde cada m;
es un polinomio irreducible de R[T] (por lo tanto cada m; es de grado uno o dos). Como
0 = m(xz) = [[, mi(x), al ser A un algebra de divisién, concluimos que para algin i se
tienen m;(z) = 0. Por tanto z es raiz de un polinomio de grado dos (al no ser escalar z,
no puede ser raiz de un polinomio de grado uno). O

Hemos demostrado que en un algebra real de division y de dimension finita A, los
elementos no escalares son raiz de polinomios de segundo grado:

Vz € A\R1,3p,g € R:2* = pr +q.

(esto es lo que se llama un dlgebra cuadrética).
Recordemos de la teoria de extensiones de cuerpos:

Teorema 3 Si F' es un cuerpo extension de R con dimg(F') finita, entonces FF = R o
F=C.

Sketch de la demo.
F=R[T]/(p)

donde p es un polinomio irreducible de R[T"]. Luego p es de grado 1 0 2. Como dimg(F') =
dimgR[T]/(p) = grado(p) concluimos que F' es de dimensién 1 o 2 como R-espacio.



Si dimg(F') =1 se tiene F' = R.
Si dimg(F) = 2 y tomamos z € F'\ R1 existen p, ¢ € R tales que 2> = px + ¢. Entonces
y :=x — p/2 verifica
y* = 2? —pr+p?/d = q+p*/4 € R1.

Tenemos entonces y € F'\ R1 cuyo cuadrado es un escalar k. Veamos que dicho k es
negativo:

y' =k

Si k > 0 tenemos

0=1"—kl = (y— Vkl)(y + VK1)

luego y = vkl o y = —Vk1 contradiccién. Luego y? = k1 con k < 0. Definamos entonces
i:=y/V—k.

Es facil ver que i = —1 y que {1,i} es linealmente independiente con lo que F = RGR; =
C. O

Lema 1 Si A es un dlgebra real de division de dimension finita mayor que 1, siempre
existe un elemento cuyo cuadrado es —1.

Teorema 4 (Frobenius) Toda dlgebra real de division y de dimension finita es isomorfa a

R, C o H.

Como corolario, las dlgebras reales de divisiéon y dimensién finita solo pueden tener
dimensiéon 1, 2 o 4.

Dem. del T. de Frobenius.

Sea D una R-algebra de divisiéon de dim. finita. Sea F' un subespacio conmutativo de D
de dimensién maxima. Definamos el centralizador de F' en D como el subespacio

Cp(F):={x € D:xy =yzx, Yy € F}.

Se tiene F' C Cp(F). Veamos que F' = Cp(F'): tomemos z € Cp(F), entonces F' C F+Rx
y por maximalidad de F' se tiene F' = F' + Rz lo que implica x € F'.

F = Cp(F).

Por un lado se tiene que F' es cerrado para el producto: si z,y € F' entonces para cada
f € F se tiene zyf = xfy = fry luego zy € Cp(F) = F. Por otra parte F' es cerrado
para la inversion: si € F entonces xf = fx para todo f € F. Luego f = 2! fx luego
fz' =271 f por tanto 2! € Cp(F) = F. Esto no permite concluir que F es un cuerpo,
y por lo tanto F' = R o F' = C como vimos antes. Ahora, si dim(D) = 1 tenemos D = R
y en este caso hemos terminado. Suponemos pues dim(D) > 1. Por el Lema previo existe
un elemento ¢ de cuadrado —1.



Estamos en el caso dim(D) > 1y 3 € D tal que i* = —1. Entonces F' no puede ser
F' = R1 porque R1 & Rz es un subespacio conmutativo de dimension 2 lo que contradice
la maximalidad de F'. Por lo tanto podemos tomar F' = R1 @& Ri = C. D es un F-espacio
vectorial por la izquierda Definamos

S:D — D, tal que S(z) = xi

para cada x. Esta aplicacién es F-lineal y como S? = —1p, es diagonalizable.

Como S es rafz del polinomio 7% + 1 = 0 los tinicos posibles autovalores son #i. Sea
D, :={x € D:zi =iz} es espacio propio de autovalor i,

D_ :={x € D:xi = —ix} es espacio propio de autovalor —i. Se tiene D, N D_ =0y
D = D, + D_. Esto ultimo obedece a la igualdad

1 1
x = 5(35 —ixi) + 5(9& + ixi)
donde x —ixi € Dy, x +1xi € D_.

D=D,®D_
D.D,cD,, DD_cD,, D,D_cD_, DD, C D_.
Por otra parte D, C Cp(F) = F C D luego D, = R1 @® Ri. Si D_ = 0 hemos demotrado
que D = D, = C. Supongamos D_ # 0.

Si fijamos z € D_ \ {0}, la aplicacion Dy — D_ tal que x — zx es un isomorfismo
de espacios vectoriales (su inversa en x + 2z~ 'z). Por lo tanto dim(D,) = dim(D_) y
dim(D) = 2dim(D,.).

Sea z € D_ no nulo. Como z satisface una ecuacién de segundo grado z? = pz + ¢ donde
p,q € R. Por otra parte z € D_ luego zi = —iz y 2% = i2? lo que implica pzi+qi = piz+qi,
es decir, pzi = piz por tanto p = 0y 22 € R1.

22=kl, keR

Si k > 0, tenemos

0=2—kl=(z—VEl(z+Vkl)
luego z = +vk € R una contradiccién.
Ast k < 0 y definiendo j = 2/v/—k tenemos j € D_ tal que j? = —1. Definamos ahora
k=1j.
k* =ijij = —i%j* = = -1
ik = kk = —1

por lo tanto
Ademas 1,1, j, k son linealmente idempendientes y D = R1®R:i®Rj ORE satisfaciéndose

i =2 =k =ijk=—1.



En resumen

D = H.

Demostracién alternativa. Si dim(D) = 1 tenemos D = R. Si dim(D) = 2 entonces
A es un dlgebra commutativa (y de divisién) luego es un cuerpo y por el Teorema 3 se
tiene D = C. Supongamos pues que dim(D) > 2. Por el Lema 1 existe i € D tal que
i* = —1. Sea S: D — D la aplicacién dada por S(x) = izi~!. Como S? = 1p tenemos
D =D& D_, donde D; = {z € D:S(x) = iz} for i = 1. Veamos que D; = R1 & Ri.
Esta claro que R1 & Ri C D;. Si ahora tomamos z € D;, como z conmuta con i, la
subalgebra de D generada por 1,7 y z es conmutativa y de divisién. Esto implica que
es 2-dimensional luego z es combinacién lineal de 1 e 7. Asi D; = R1 @& Ri. Tomemos
j € D_; tal que 52 = —1 (analicese por qué esta eleccién es posible). Como j € D_; se
tiene ij = —ji. Definamos k := ij. Entonces iki~' =i(ij)i~' = —j(—i) = ji = —k luego
k € D_;. Ademés dim(D;) = dim(D_;) por lo que D_; = Rj & Rk. O

2 Semisimplicidad

Un algebra A se dice que es simple si A% # 0 y sus tinicos ideales son 0 y A.

Si un algebra A tiene unidad son equivalentes:

(1) A es simple.

(2) Los tinicos ideales de A son 0y A.

Como consecuencia de la teorfa de Wedderburn-Artin, si A es un édlgebra simple y de
dimensién finita sobre un cuerpo K, se tiene que A es isomorfa a un &lgebra M, (D)
(matrices n x n con coeficientes en D) donde D es una K-élgebra de divisién y dimensién
finita.

Corolario 3 Si A es un dlgebra compleja, simple y finito-dimensional,
A= M,(C)
para un cierto natural n.
En natural n del corolario anterior es tunico: si M,,(C) = M (C) entonces n = k.

Corolario 4 Si A es un dlgebra real, simple y finito-dimensional, A es isomorfa a M, (R),
a M,(C) o a M,(H) para algin n.

Al igual que antes, si M, (D) = M(D) entonces n = k (vélido para D = R, C o H).
Ademas, Vn, k se tiene M, (R) 2 My(C), M, (R) 22 M,(H), M,(C) 2 M;(H).

Un algebra A se dice semisimple si es suma directa de algebras simples. Esto es equiva-
lente a que A sea semisimple como médulo sobre si mismo a izquierda: 4A es un A-médulo
semisimple. Otra caracterizacién de la semisimplicidad de A es que todo A-submddulo de
AA sea un sumando directo.



Teorema 5 A es un dlgebra semisimple (de dimensidon finita) sobre un cuerpo K alge-
braicamente cerrado si y solo si A es isomorfa a

My, (K)®--- @ an(K)
donde n; € N*. Los naturales n; estdn determinados de forma unica.

Teorema 6 A es un dlgebra semisimple (de dimension finita) sobre R si y solo si A es
isomorfa a

Mnl(Dl) DD an(Dq)

donde n; € N* y cada D; esR, C o H. Los naturales n; y las dlgebras D; estan determinados
de forma unica.

Problema 1 ;Salvo isomorfismo, cudntas dlgebras complejas semisimples de dimension
<4 hay?

Solucién:

Dimensién 1: C
Dimensién 2: C?
Dimensién 3: C?
Dimensién 4: C*, My(C).

Problema 2 ;Salvo isomorfismo, cudntas dlgebras reales semisimples de dimension < 4
hay?

Solucién:

Dimensiéon 1: R

Dimensién 2: R?, C

Dimensién 3: R?*, R&® C

Dimensién 4: R*, R? @ C, C?, H, My(R).

3 Descomposicion de Peirce

Sea A una R-algebra (con unidad). R es un anillo no necesariamente un cuerpo. Supon-
gamos que
{e1,...,en}

es un sistema de idempotentes ortogonales (i.e. e;e; = d;;¢;) tales que ZT e, = 1. Sea
A;j=e;Ae; = {e;xe;;x € A} parai,j =1,...,n. Entonces

1,j=1



Dem. Sea x € A,
r=1lzl = (Z ei)m(z e;) = Z e;xe; € ZAU'
i i ij ij

Esto prueba que A = Zij A;j. Se deja al lector demostrar que la suma es directa.
Si A es conmutativa y i # j se tiene A;; = e;Aej = Aeje; = 0. Ademéds A;; = e;Ae; =
Ae; = e;A. Luego en el caso conmutativo la descomposicion de Peirce es

A= a"Ae;.

4 El algebra grupo

Sea R un anillo conmutativo y unitario. Sea X un conjunto, definimos el R-mddulo libre
generado por X como el R-mdédulo RX de todas las aplicaciones f: X — R de soporte
finito. Recordemos que

Sop(f) :=A{z € X: f(x) # 0}.

RX ={f: X — R| Sop(f) es finito }

La aplicacién X — RX tal que x — f,, donde f,: X — R viene dada por f,(y) = 0, es
una inyeccion por lo que identificamos X con su imagen en RX. Ademas todo elemento
de RX es combinacion lineal de ciertos f,:

VIERX), f= Y f@)f
2€S0p(f)

Como el conjunto {f,:x € X} es R-linealmente independiente es una base de RX, i.e.
el R-moédulo RX es libre. Cuando R es un cuerpo se obtiene el espacio vectorial libre
generado por X. Como X se ha identificado con {f,: 2 € X}, podemos abusar un poco de
la notacién y escribir

RX ={> \a: ), € R}.

En caso de que R = K un cuerpo, el K-espacio vectorial libre generado por un conjunto
X es el conjunto de combinaciones lineales formales

Z Az X

donde x € X y los escalares A\, € K son nulos salvo un niimero finito.
Obviamente las operaciones que dan a RX estructura de R-mddulo vienen dadas por

Z Ao + Z,ux:v = Z()\I + )z,



« Z ApX = Z ar,T.

Si X = G un grupo, entonces el R-mdédulo RG admite una estructura de R-algebra
O 29O pnh) =" Agn(gh).
g h g:h

Este algebra RG es lo que se llama el “’algebra grupo”de G con coeficientes en R.
Ejemplo: RZ,
Zo = {1,u} con u?® = 1.

RZy = {al + Bu: a, f € R}.

Busquemos los idempotentes de este algebra e = al + [u,
e? = o1 + %1+ 20Bu = al + fu
208 = .
Si 8 # 0 tenemos a = 1/2 = = £1/2.

Si 8 =0, tenemos o = 0, 1.

Por lo tanto los idempotentes de RZ son 0, 1, 2 (14u), 3(1—w). Definamos e; := £ (14u),

€9 1= %(1 — u). Estos dos idempotentes son ortogonales
1 1,5 9
erea =—-(14u)(l—u)=-(1"-u")=0
4 4
y su suma es 1. Por lo tanto la descomposicién de Peirce nos da
RZQ :R61€9R62 gR@R

yva que Re; Z R y Rey = R.
En realidad en la demostracién anterior solo hemos utilizado que 1/2 € R por lo tanto
el resultado es cierto para todo cuerpo de caracteristica distinta de dos:

Teorema 7 Si car(K) # 2 se tiene KZ, = K & K.

5 Teorema de Maschke

Teorema 8 (Maschke) Sea G un grupo finito y K un cuerpo cuya caracteristica no divida
al orden de G. Entonces el dlgebra grupo KG es semisimple.

Dem. Sea A := KG y V un A-submédulo de A. Tenemos que demostrar que V es un
sumando directo de A. Para ello tomamos un subespacio vectorial W complementario de
V', es decir, A = V@& W como espacios vectoriales. Sea p: A — A tal que p(v) = v para cada
veVyp(W)=0. La imagen de p estd contenida en V' y p es una aplicacién lineal pero



no es necesariamente un homomorfismo de A-moédulos . Definamos ¢: A — A mediante la
férmula

q(x) }:wg )
!C?Igeg
Como car(K) no divide a |G| el escalar @ G‘ pertenece a K lo que le da sentido a la férmula

de arriba. Por otra parte como la imagen de p es V' cada elemento gp(z) € V para cada x.
Luego la imagen de ¢ estd contenida en V. Es ficil demostrar que ¢(z +y) = q(x) + q(y)
para cualesquiera z,y € A. Veamos que q(hx) = hq(x) para cada h € Gy x € A.

zijgp “ha) =

gEG
GZhh gp(g~hx) —h?Zh gp(g~thr) =
Gl = Gl 2=
|kak x) = hq(x).

keG
Por lo tanto ¢ es un homomorfismo de A-médulos ¢: A — A. Ademaés si z € V se
tiene g7'x € V luego p(g~'z) = g7'x y q(x) = x. Veamos que ¢> = q. Como ¢(z) € V,
q(q(z)) = q(z). Tenemos pues ¢*> = q. Como ¢ es un homomorfismo de A-médulos , ker(q)
e im(q) son A-submdédulos. Veamos que

A = ker(q) & im(q).

Si z € ker(q) Nim(q) tenemos = = ¢(y) y ademds 0 = ¢(x) = q(q(y)) = q(y) = z. Por
tanto ker(q) Nim(q) = 0.

Por otra parte para cada a € A se tiene a = ¢g(a) + a — ¢(a) donde ¢(a) € im(q) y
a — q(a) € ker(q). Como V =im(q) concluimos

A =ker(qg) V. O

10



Sesiones 2-3

6 Representaciones

Sea K un cuerpo, V un K-espacio vectorial y A una K-algebra. Consideremos la K-algebra
Endg (V) de las aplicaciones lineales V' — V' (con la suma de aplicaciones, la composicién
y el producto por escalares habitual). Si 7 A — Endg (V) es un homomorfismo de K-
algebras, diremos que r es una representacion de A en el espacio V. La dimensién de V' se
llamard grado de la representacién (también dimensidn de la representacion).

Fijada un dlgebra A, podemos definir la categoria Rep(A) cuyos objectos son todas las
posibles representaciones r: A — Endg (V) y cuyos morfismos definimos a continuacion.

Definicién 1 Dadas dos representaciones ri: A — Endg(V;) (i = 1,2) una aplicacion
lineal f:Vi7 — Va diremos que es un homomorfismo de ry a 9 si para cada a € A, conmuta
el diagrama

v, 29y,
f f
Vi Vi

ri(a)

equivalentemente f ri(a) = ry(a) f para cada a € A.
Una representacion r se dice fiel si 7 es un monomorfismo.

Definicién 2 Sea S un subespacio vectorial de un K-espacio V e i: S — V la inclusion.
Sean r': A — Endg(S) y r: A — Endg(V) dos representaciones. Diremos que r' es una
subrepresentacion de r si la inclusion es un homomorfismo de v’ ar en la categoria Rep(A).
Equivalentemente: el subespacio S es r-invariante, lo que quiere decir que r(a)(S) C S
para cada a € A. Dada una representacion r: A — Endg(V), con V # 0, diremos que es
irreducible cuando los unicos subespacios r-invariantes de V' son el propio V 1y 0. Esto es
equivalente a afirmar que las unicas subrepresentaciones de v son ella misma y la trivial.

Definicién 3 Sea A una K-dlgebra (recordemos que 1 € A) y V' un K-espacio vectorial.
Diremos que V' es un A-mddulo (de forma mds precisa un A-mddulo a izquierda) si existe
una aplicacion A x V. — V tal que (a,v) — av sujeta a:

1. La aplicacion es bilineal.

2. Yay, a9 € A)Yv € V, ay(agv) = (a1az)v.

11



3. YveV, lv=nw.

Denotemos por A-mod la categoria cuyos objetos son los A-médulos y cuyos morfismos
son los homomorfismos de A-moédulos . Recordemos que si M y N son A-moédulos una
aplicacion lineal f: M — N se dice que es un homomorfismo de A-mdédulos cuando

Va € A,YNm € M, f(am) = af(m).

Teorema 9 FEuxiste un functor F': Rep(A) — A—mod tal que sir € Rep(A) viene dada por
r: A — Endg(V), entonces F(r) =V dotado de estructura de A-mddulo con la operacion
AxV =V dada por

am = r(a)(m)
para cada a € A ym € M.
Teorema 10 FEziste otro functor G: A — mod — Rep(A) tal que si M es un A-mddulo

entonces

GM)=r:A— Endg(M)

viene dada por
r(a)(m) =am

para cada a € A ym € M. Este G es el functor inverso de F' en el sentido de que

GF =1Repay  FG=1, 1o

Recordemos que si M y N son A-médulos con M C N, diremos que M es un submédulo
de N cuando la aplicacion de inclusion 7: M — N es un homomorfismo de A-médulos . Un
A-moédulo M # 0 se dice simple si sus tinicos A-submédulos son 0y M.

En los functores

F:Rep(A) - A—mod, G:A—mod — Rep(A)
se cumple
1. 7 € Rep(A) es irreducible < V = F(r) es una A-médulo simple.

2. M es un A-médulo simple < G(M) = r es una representacién irreducible.

Definicién 4 (Representacion regular) Dada una K-dlgebra A, llamamos representacion
reqular de A (por la izquierda) al homomorfismo de dlgebras L: A — Endg(A) tal que
a — L, siendo L,: A — A el operador de multiplicacion por a a izquierda, es decir,
Lu.(x) = za para todo © € A. FEl hecho de que L es un homomorfismo de K-dlgebras
obedece a que

Loy = LoLy

para cualesquiera a,b € A.

12



Si calculamos el nicleo de la representacién regular ker(L) = {a € A: L, = 0} resulta
que si L, = 0 entonces 0 = L,(1) = a luego L es un monomorfismo de édlgebras.

Proposicién 2 Toda dlgebra asociativa (unital) se puede indentificar con una subdlgebra
de Endg(A). Si ademds dim(A) = n es finita, A se puede identificar con una subdlgebra
de M,,(K).

Proposicién 3 Toda dlgebra asociativa (unital) se puede indentificar con una subdlgebra
de Endg(A). Si ademds dim(A) = n es finita, A se puede identificar con una subdlgebra
de M,,(K).

Para la segunda parte téngase en cuenta que
Endg(A) = M, (K)

siendo un isomorfismo el que asocia a cada aplicacion lineal T: A — A, su matriz relativa
a una base fijada de antemano.

Por lo tanto toda algebra asociativa unital de dimensién finita es (isomorfa a) una
subalgebra del algebra de matrices. Este es uno de los aspectos de la teoria de repre-
sentaciones: el poder ver las algebras como algebras matriciales.

7 Representacion regular de los cuaterniones

Vamos a explicitar la representacion regular (a izq.) del dlgebra H. Para ello fijaremos la
base {1,1, 7, k} de H tal que

P2 =% =k? =ijk=—1.

Sea L:H — Endgr(H) entonces Ly = 1 y su matriz es la identidad 4 x 4.

( Li(l) =7 (0,1,0,0)

Le =8N ph—ij=k  (0,00,1)
\ Li(k) =ik =—35 (0,0,-1,0)

( Lj(l) =3 (0,0,1,0)
L;(i)=yji=—k (0,0,0,-1)

L.:H—H I .. T

! LJ(]) =J]] = -1 (_1707070)

| Lj(k) =jk=14i  (0,1,0,0)

(Li(1) =k (0,0,0,1)
Pl = B LGy = ki = =i (0-1,00)
| Li(k) = kk = —1 (-1,0,0,0)



Por lo tanto si llamamos #: Endg (H) — M4(R) al isomorfismo que envia cada aplicacion
lineal a su matriz en la base {1,1,j,k}, la composiciéon r:= 0L:H — M4(R) actia en la
forma:

0O -1 0 0
. 1 0 0 O
1 1, 1+ 00 0 -1
0O 0 1 0
0O 0 -1 0 0O 0 0 -1
N 0 0 0 1 b 0O 0 -1 0
J 1 0 0 o} 01 0 0
0O -1 0 O 1 0 0 0
Y asi a un quaternién genérico ¢ = ag + ayi + asj + agk (con a, € R) le corresponde
apg —a;p —ao9 —as
. ay Qo —das as
r(g) = as as apg —aq
as —as ay ag

El determinante de esta matriz es (a2 + a? + a3 + a3)? por lo tanto si la matriz no es
nula, es necesariamente inversible (otra forma de ver que H e un algebra de divisién).

8 Representacion regular del cuerpo F,

Para todo primo p y todo natural n > 0 existe un cuerpo (que es tnico salvo isomorfismo)
de cardinal p”. Dicho cuerpo que denotaremos por F,. es el cuerpo de descomposicién del
polinomio 27" — x sobre Z, = Z/pZ. El cuerpo F, es el cuerpo de descomposicién de x! —z
sobre Zy. Como z* —z = z(z —1)(2*+ 2+ 1) = z(x — 1)(x — a)(z — b) tenemos a+b = 1,
ab = 1 por la férmula de Cardano-Vieta. De ahi se deduce a? +1 = a de donde a®> = b y
andlogamente b? = a. Por lo tanto Fy = {0,1,a,b} con tablas de sumar y multiplicar:

+10(1]albd 10| 1]alb
O[0|1|alb 0/0(0]01|0
1(1(0]b]a 101 alb
alalb|0]1 al0lalb|l
b|lblal|l]0 bl10|b|1]|a

El cuerpo Fy4 es un algebra sobre Zy con base {1, a}, es decir, Fy = Zs1 & Zsa. En efecto
hay solo cuatro Zs-combinaciones lineales de 1 y a que son: 0, 1, a, 1 +a = b. Por lo tanto
dim(F,) = 2 como e.v. sobre Z,. La representacién regular sera entonces p: ¥y — My (Zs)
y a cada elemento de F, le hacemos corresponder la matriz del operador L,: ¥4 — F4. Por
lo tanto p(0) = 0 y p(1) = 15 (matriz identidad 2 x 2). Ademés p(a) es la matriz de L,
(por columnas). Como L,(1) = a, L,(a) = a®* = b =1+ a tenemos

= (1 1) sm=1-s= (] o)
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Luego F4 es isomorfo a la subalgebra de Ms(Zs) generada por 1y p(a). Identificando Fy
con esta subalgebra tenemos que un elemento genérico de Fy es

10 0 1\ [(=x Yy
x(o 1)“’(1 1)_<y :U+y>’

donde z,y € Zs. Por lo tanto podriamos haber definido

9 Representaciones de grupos

Una representaciéon de A es un homomorfismo de K-algebras r: A — Endg(A) pero si A
es de dimensién finita n, fijando una base, tenemos un isomorfismo Endg(A) = M, (K).
Componiendo 7 con este isomorfismo obtenemos un homomorfismo de K-algebras r’: A —
M, (K). Esto justifica que podemos definir una representaciéon (matricial) de la K-dlgebra
A como un homomorfismo r": A — M, (K).

Sea V un K-espacio vectorial y denotemos por GL(V) el grupo de todas las aplicaciones
lineales inversibles T: V — V. Cuando V es de dimensién finita n, tenemos un isomorfimo
6: GL(V) = GL,(K) siendo este tltimo el grupo de matrices inversibles n x n con coefi-
cientes en K. Fijada una base de V, el isomorfismo actia asociando a cada T su matriz
en la base fijada.

Definicién 5 Una representacion de un grupo G en el espacio V no es mds que un ho-
momorfismo de grupos p:G — GL(V'). La dimension de V' se llama el grado de la rep-
resentacion y V se dice que es el espacio de la representacion. Si V' es de dimension
finita, también podemos decir que una representacion de G es el homomorfismo de grupos
0 G — GL,(K) donde p' = 0p.

Fijado un grupo G, podemos considerar la categoria Repx (G) cuyos objetos son todas las
representaciones de G en un K-espacio vectorial. Por otra parte dadas dos representaciones
de pi: G — GL(V;), (i = 1,2), diremos que f:V; — V5 es un morfismo de p; a py cuando
para todo g € GG, commute el diagrama:

(

v p2(g) v

-

Vi——=V

p1(9)
equivalentemente f p1(g) = p2(9) f.

Si S es un K-subespacio de V' y tenemos dos representaciones p: G — GL(V) y p": G —
GL(S), diremos que p’ es una subrepresentacién de p cuando la inclusién i: S — V sea un
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morfismo de p’ a p. Esto equivale a afirmar que S es p-invariante (i.e. p(g)(S) C S para
todo g € G). Una representacién p: G — GL(V') con V' # 0 se dice irreducible si las unicas
subrepresentaciones de p son la trivial y la propia p .
Sea GG un grupo y M un K-espacio vectorial. Diremos que M es un G-médulo si existe
una aplicacién
GxM— M, (g,m)— gm,

verificando:
L. g(my +my) = gmy + gmo,
2. g(Am) = Agm,

3. g1(gam) = (9192)m,
4. Im =m,

con g,g1,92 € G, m,mqy,mg € M, \ € K.

Si M y N son espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K y ademés son G-modulos |,
una aplicacién f: M — N se dice que es un homomorfismo de G-médulos si es K-lineal y
cumple

flgm) = gf(m)

para cada m € M | g € GG. Ahora, fijado un cuerpo base K, podemos definir la categoria
G-mody cuyos objetos son todos los G-médulos (que son K-espacios vectoriales) y cuyos
morfismos son los homomorfismos de G-médulos .

Si M y N son objetos de G-modg y M C N, diremos que M es un G-submédulo de N
si la inclusion de M en N es un homomorfismo de G-médulos . Un G-médulo no nulo M
diremos que es simple si sus tinicos submodulos son el trivial y él mismo. Por otra parte si
M vy M, son elementos de G-modg se define su suma directa como el K-espacio vectorial
M; & M, con estructura de G-modulo :

g(my +my) :== gmq + gmas
para g € G, m; € M;, (i = 1,2).

Teorema 11 FEziste un functor F: Repy (G) — G — modg tal que dada p:G — GL(V) se
tiene F'(p) =V dotado de estructura de G-médulo con la aplicacion G x V. — V tal que
gv = p(g)(v). Existe un functor H: G — modx — Repy(G) tal que a cada G-mddulo M le
corresponde la representacion p: G — GL(M) tal que p(g)(m) = gm. Ademds

FH =1, poq. HF =

G—mo 1R6pK(G)'

En el anterior isomorfismo de categorias, las representaciones irreducibles se correspon-
den con los G-moédulos simples. Dadas dos representaciones de Repy (G):

pi:G — GL(V)), (i = 1,2),
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podemos definir su suma directa
p1® pe: G — GL(V; @ Vs)

como la representacién tal que (p1 @ p2)(g)(v1+v2) == p1(g)(v1) + p2(g)ve para cada g € G,
v e Vi, 1=1,2.
Sean p;: G — GL(V}), coni = 1,2 dos representaciones de Rep (G).El functor F: Repy (G) —
G — mody verifica
F(p1®p2) =Vi®dVa

es decir, transforma suma directa de representaciones en suma directa de G-modulos .
El functor H inverso de F' actuatransformando sumas directas de G-mdodulos en sumas
directas de representaciones.

10 Recordatorio de algunas consecuencias de la teoria de
Wedderburn-Artin

(1) Si D es una K-algebra de divisiéon de dimension finita y A = M,,(D), el inico A-médulo
simple (salvo isomorfismos) es D" y la estructura de A-mdédulo es la canénica Ax D™ — D™,
(M,v) = Mv donde VM € A, Yv € D" (representado como vector columna), Mo es la
multiplicacion matricial considerando a v como una matriz n x 1.
(2) St A= M, (D) ®--- & M, (D,), donde las D; son K-algebras de divisién finito-
dimensionales, entonces salvo isomorfismo, los tnicos A-médulos simples son los corre-
spondientes D;"y dos cualesquiera de ellos son no isomorfos como A-médulos . Ademés en
caso de que D; = K para cada ¢ se tiene:

dim(A) = nf+--- +nl.

Por lo tanto las representaciones irreducibles de un algebra semisimple A, son las asoci-
adas a los A-mdédulos simples (todo salvo isomorfismo). Esto quiere decir que todas ellas
aparecen en la descomposicién de A como suma de dlgebras simples.

Recordemos que un conjunto completo de representaciones irreducibles S de un algebra
A, se define como un conjunto de representaciones irreducibles no isomorfas dos a dos y tales
que cualquier representacion irreducible de A es isomorfa a alguna de S. Si seleccionamos
un conjunto completo de representaciones irreducibles de un algebra semisimple finito-
dimensional A, la dimensién de A coincide con la suma de los cuadrados de los grados de
dichas representaciones irreducibles.
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Sesiones 3-4

Recordemos que dada una categoria C y dos objectos X,Y de C, un isomorfimo de X
a Y es una flecha f: X — Y de C tal que existe otra flecha g: Y — X de C de modo que
fg =1y, gf = 1x. En la categoria Rep, (G), dado un objecto p: G — GL(V'), la identidad
1: p — p es la aplicacién identidad 1: V — V.

Dos representaciones p;: G — GL(V;) son isomorfas si existen aplicaciones K-lineales
t:Vi = Voy s: Vo = Vj tales que ts = 1y, st =1y, y

{ p2(9)t = tpi(g)
p1(g)s = spa(g)

para cada g € G.

Definicién 6 Una representacion de grado uno es p:G — GL(V) con dim(V) = 1. Por
tanto V= K y GL(V) = K* := K \ {0}. La representacion se identifica con un homo-
morfismo de grupos p: G — K*.

Si p;: G — K> son dos representaciones de grado uno isomorfas, la condicién de isomorfia

{ p2(9)t = tpi(9)

p1(g)s = sp2(g)

se convierte en po(g) = p1(g) para cada g. Por tanto p; = ps.

Nota 1 Dos representaciones de grado uno de un mismo grupo son isomorfas si y solo si
son iguales.

Problema 3 Determinar las representaciones irreducibles complejas del grupo As.

A?) - {179792787897892}'
A3z = (s,g: P=¢*=1,s9 = 923).

El algebra grupo CAjz tiene dimensién 6 y es semisimple. Solo hay dos posibilidades:
CG) M2 (C) ® CZ

Como el grupo Az no es abeliano llegamos a que CAz = M,(C) @ C?. Por lo tanto A
solo tiene tres representaciones irreducibles: las asociadas a los médulos simples: C2, C y
C del algebra grupo. Vamos a intentar determinar dichas representaciones.

Supongamos una representacién compleja p: G — GL(V) con dim(V') = 1. En ese caso
V=Cy GL(V)=C*:=C\ {0}. Por tanto podemos identificar la representaciéon con un
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homomorfismo de grupos p: G — C*. En el caso del grupo dihédrico Az sea p: A3 — C* y
escribamos ' = p(s), ¢’ = p(g). Se debe tener entonces

8/2 = 1= 9/3,8/9/ — 91281

lo que implica ¢ = 1 y s’ = £1. Estas son entonces dos representaciones irreducibles
distintas
Ag — C* Ag — C*
s— 1 s— —1
g—1 g—1

Vamos a describir la representacién irreducible de grado 2.

Az — GLy(C), s—s,9g—~¢
s = 1 = ¢ luego las dos matrices son diagonalizables. Si ponemos s’ = 41 entonces
s'q" = ¢"*s' implica ¢’ = 1 y esta representacién no es irreducible. Por tanto s’ es de orden

dos s’ # +1. Como es diagonalizable podemos tomar

o 1 0
N0 -1/
r_ [ T1 T2

g T3 Ty

e imponemos la condiciones ¢ = 1, s'¢g’ = ¢"*s’ encontramos las soluciones:

Si ahora escribimos

1 3 1
—_ — — O = —— = ——
Ty 27 €3 7£ ) X2 4[[‘3’ T 9
, _1 B
g=| 5 A
2 2

En definitiva tenemos la representacién Ay — GLy(C) tal que

5 > <(1) _01) ,simetria respecto al eje X |

2
_V3

13
g 21 ,giro de %” rad. entorno al origen.
2 2

Problema 4 ;Cudl es el dlgebra grupo del grupo A, (permutaciones pares del grupo simétrico
Sy)?

Sol. El grupo simétrico S, siempre admite como subgrupo a A, que es el formado por
todas las permutaciones pares. El orden de A, es Z. Por tanto |44 = 12. El dlgebra
grupo CAy es de dimensién 12, semisimple y no conmutativa. Ademas 12 se expresa como

suma de cuadrados en las siguientes formas:
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Descomp. CA, IRREPS
—_—28
12=224+1%4... 41 M,(C) @ C® 9
—_—
12=22 42241 +..-41° | My(C)* & C* 6
12 =2%+42% 422 M,(C)? 3
12=3*+12+12+12 M;(C) & C? 4

donde IRREPS= no. de repr. irred. complejas
Calculamos las clases de conjugacién del grupo Ay.

Ay ={1,(12)(34), (13)(24), (14)(23), (234), (243), (134), (143), (124), (142), (123), (132)}

Clases de conjugacién

[1] =1

[(12)(34)] = {(12)(34), (13)(24), (14)(23)}
[(123)] = {(123), (142), (134), (243)}
[(132)] = {(132), (143), (124), (234)}

Hay cuatro clases de conjugacién.

CA4 = Ms3(C) @ C3

El grupo A, tiene (salvo isomorfismo) una representacién irreducible de grado 3 y tres rep-
resentaciones irreducibles de grado 1. Demostraremos este resultado mas tarde: el nimero
de representaciones irreducibles complejas de un grupo finito coincide con el nimero de
sus clases de conjugacion.

11 Reducibilidad completa

Recordemos que fijado un cuerpo K, la categoria Repy (G) de representaciones del grupo
G es isomorfa a la categoria de G-mddulos . Esta, a su vez, es isomorfa a la categoria
de KG-moédulos . Si asumimos las hipdtesis habituales de que G es un grupo finito y la
caracteristica de K no divide a |G|, sabemos que KG es semisimple.

Si A es un algebra semisimple, todo A-mddulo es semisimple. En particular todo KG-
modulo es semisimple por tanto es suma directa de médulos simples. Usando el isomorfismo
Repy (G) = KG — mod resulta que toda representacion de G es suma directa de repre-
sentaciones irreducibles.

Explicitemos un poco esta afirmaciéon: como la suma directa de K G-moddulos es un
concepto claro, podemos usar el isomorfismo de categorias para explicitar el concepto de
suma directa de representaciones: tomemos dos representaciones de G en sendos K-espacios

Viy Vo
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Entonces p1:G — GL(V}) y pa:G — GL(V,). La suma o := p; @ ps es la nueva
representacion

oG —>GLWVi@eWV), o(g):VielV,=VaV,

tal que o(g)(v1+v2) = p1(g)(v1)+p2(g)(v2). En terminos matriciales, si p1: G — GL,, (K),
p2: G — GL,,, (K), entonces o = p; @ py es la representacion o: G — GLy,, 1, (K) tal que

ol9) = (plég) pa?g)) '

Teorema 12 Para toda representacion 7:G — GL,(K) existe una descomposicion n =
ni+...+n, y q representaciones irredudibles p;: G — GLy,,(K) tal que T es isomorfa a la
representacion

G — GL,(K)
plg) -+ 0
g : :
0 - pglq)

Teorema 13 Si G es un grupo finito y K un cuerpo cuya caracteristica no divida al orden
de G, toda representacion de G es suma directa de representaciones irreducibles.

Teorema 14 Si A es una K-dlgebra de dimension finita, cada A-mddulo simple es de
dimension finita:

Dem. Sea M un A-médulo simple. Como M # 0 (por definicién) tomemos 0 # m € M.
Por simplicidad M = Am y la aplicaciéon ¢: A — Am = M tal que a — am es un
epimorfismo lo que implica que M = A/ker(y) en particular dim(M) es finita. [

Corolario 5 Si G es un grupo finito, cada representacion irreducible de G es de grado
finito (la dimension del espacio de la representacion es finita).

12 Producto tensorial de representaciones

Si V' y W son espacios vectoriales sobre el cuerpo K, podemos definir su producto tensorial
como el K-espacio vectorial libre generado por el producto cartesiano V' x W modulo el
subespacio S generado por los elementos

(Oﬂ)l + 6”27w) - Oé(’l]hw) - /B(UQJM)J

(v, awy + Bwsz) — a(v,wr) — B(v, wy),

para o, 8 € K, v,v1,v9 € V, w,wy,wy € W.
Por lo tanto
VoW =KWV xW)/S.
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Normalmente la clase de equivalencia de un elemento (v,w) € V x W en el cociente
K(V x W)/S se denota por v ® w. Siendo asi, tenemos las igualdades

(av1 4 fug) @ w = a(v; @ w) + Bvy ® w),

v ® (qwy + Pwy) = a(v @ wy) + B(v ® wy),

para o, B € K, v,v1,v9 € V., w,wy,ws € W.

Es bien sabido que si {v;};c; es una base de V' y {w,};e; una base de W, entonces
{vi ® w;} @i jyerxs es una base de V@ W. Como corolario, si v ® w = 0 se tiene v = 0 o
w = 0.

Definicién 7 Sea G un grupo, K un cuerpo fijo y V., W dos K-espacios vectoriales.
Supongamos dadas sendas representaciones p;: G — GL(V;), (i = 1,2). Entonces el pro-
ducto de dichas representaciones es la nueva representacion

7TZ:p1®p21G—> GL(‘G@%)

tal que T(g)(v1 @ v2) 1= p1(v1) ® pa(v2), para cualesquiera v; € V;.

13 Producto tensorial de matrices

Sean A = (a;j) € M, (K), B € M (K). Definimos A ® B € M,,(K) como

CI,HB s alnB
A®B = : :
amB - apB
a a b1 b1z bis
. 11 12
Ejemplo. A = , B= by by by3 |. Entonces A® B es
Q21 A22 b b b
31 32 33
ajibir  anbiz  anbis | oaebin aisbiz  a12bis
a11b91  ajibae  aiibag \ a12091  ajabae  aj2bog
ay1b aq1b ay1b aq9b aq9b a19b
21011  QA21012 Q21013 Q22011 Q22012 Q22013
a21091  ag1bae  agibas | agebor  agebay  assbos
a21031  agibsze  asibss | agbsi  agebsy  asebss

Esto permite definir el producto tensorial de representaciones en términos matriciales:
Si pi:G — GL,,(K) son representaciones de G, entonces podemos definir el producto
tensorial m = p; ® po: G — GLy,,n, (K) de modo que

m(g9) = p1(g) @ p2(g)-
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Con anterioridad, hemos definido la suma de representaciones de un grupo. Ahora
acabamos de definir un producto de representaciones. Esto sugiere la posibilidad de definir
una estructura de anillo en el conjunto de las representaciones de un grupo. Para formalizar
esta idea consideremos fijado un cuerpo K y un grupo G finito. En el conjunto de todas
las clases de isomorfia de representaciones finito-dimensionales de G' (lo que incluye las
irreducibles), definiremos una estructura de anillo.

Si A= KGy M, un A-médulo . representaremos por [M] la clase de isomorfia de M:

[M] := {N € Obj(A —mod): N = M en A-mod}.
Dados dos A-médulos M y N podemos definir una suma
[M] + [N] :=[M @& NJ.

Esta operacién esta bien definida tiene neutro [0] y es asociativa y conmutativa. El conjunto
de clases de isomorfia de A-médulos (f.d.) es un monoide conmutativo.

Ahora dado un monoide conmutativo M existe una forma candnica de sumergirlo en un
grupo (el grupo de Grothendieck de M). Dicho grupo es

G=(MxM)/ =
donde (z,y) = (s,t) si y solo si existe k € M tal que
THt+k=y+s+k.

Sea (m,n) la clase de equivalencia del elemento (m,n). La operacién que da estructura de
grupo a G es

(m,n) + (s,t) := (m+s,n+1).

Podemos representar las clases de equivalencia de (m,n) de la forma m — n. Hay un
monomorfismo de monoides M — G tal que m +— [(m,0)] = m — 0.

Tomemos pues el grupo de Grothendieck G del monoide de las clases de isomorfia de
todos los KG-médulos de dimensién finita.

El lector de estas notas puede demostrar que el conjunto de clases de isomorfia de
A = KG-mdédulos simples (equivalentemente, representaciones irreducibles de G) es una
base como Z-moédulo de G: dicho de otro modo G es un Z-moddulo libre con base las clases
de isomorfia de representaciones irreducibles del grupo G.

14 EI anillo de representaciones de un grupo

Dado un grupo G finito, el Z-mdédulo libre G que tiene como base las clases de isomorfia de
representaciones irreducibles se puede dotar de estructura de anillo. Para ello basta definir
el producto de elementos de la base. Si [p1] y [p2] son dos clases siendo p; y ps irreducibles
definimos

[p1] - [p2] = [p1 @ pa].
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Como p; ® ps es de grado finito, es suma directa (finita) de representaciones irreducibles.
El resto de comprobaciones de que G con este producto es un anillo (conmutativo) son
consecuencia de las propiedades del producto tensorial.

Problema 5 Determinar el anillo de representaciones del grupo As.

Recordemos que las tres clases de isomorfia de representaciones irreducibles complejas son:

1:A3—>(C* UIAg-)C*
s—1 s— —1
g—1 g—1

d: Ag — GLQ(C)

1®l=1 l@u=mu
uRu=1 1®d=d

woaw--10(} )= (3 ?)

(u®d)(9):1®<__j§ _%g>:(_% «73)
u® d: Ag — GLy(C)

()

oo (Th %)

(

Calculamos © ® d.

Concluimos que:
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Finalmente calculamos d ® d:

<d®d><s>=d<s>®d<s>:(é _01>®(<1) —01):

1 0 0 0
0O -1 0 O
0O 0 -1 0
0 0 0 1
_1 B _1 B
(d®d>(>=d(g)®d<g)=( Ne 21)®< 73 21>=
T T2 )
1 _ V3 _ B 3
2 4 4 1
V3 1 _3  _\3 )
2 2 2 4
V3 _3 1 _ V3
4 1 2 ]
3 V3 V3 1
2 2 4 2
Luego d ® d viene dada por
1 0 0 0
0 -1 0 0
s=lo o -1 0|77
0 O 0 1
1 _ V3 _ V3 3
1 2 4 2
V3 1 _3 _V3
9=y s 4 | =6
4 2 2 2
3 V3 V3 1
1 4 4 2
Vamos a demostrar que
dRd=Z1Dudd.
Definamos
1 0 1 0
10 -1 0 |1
/Ul - 0 ) U2 - 1 9 U-?) - 0 9 U4 - 1
1 0 -1 0
a) Se tiene que Sv; = vy, Gv; = vy, luego Cu; es d ® d-invariante. La restriccién
d® d: A3 — GL(Cuv;) es una irrep. isomorfa a 1.
b) Como Sve = —vy, Guy = v9, tenemos que Cuvy es d ® d-invariante. La restriccion

d ® d: A3 — GL(Cuvy) es una irrep. isomorfa a u.
c¢) Las igualdades

1 V3

Svg = Guy = —— —
V3 = U3, U3 2U3+ 5 Uy
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V3 1

Svy = —vg, Gug = —703 - 57}47
implican que el subespacio Cvz @ Cuvy es d ® d-invariante. La restriccion d ® d: Ay —
GL(Cuvs @ Cuy) es isomorfa a d. Por lo tanto d ® d = 1 ® u @ d. En resumen, la tabla de

multiplicar del anillo de representaciones de Az es

| @ [ [ [ [u] | 4] |
A | O] | [u] [d]
[u] | [u] | [1] [d]
(] || 1d] | 1d] | [1] + [u] + [d]

Este anillo es isomorfo al subanillo de Z* dado por
Z(1,1,1)® Z(-1,1,1) ® Z(0, —1,2).
El isomorfismo es el inducido por

[1] — (1,1,1
[u] — (—1,1,1)

—
[d] — (0,—1,2).
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Sesiones 4-5

Empezaremos esta seccién con un resultado cldsico en teoria de representaciones.

Teorema 15 Sea G un grupo finito. El niumero de clases de isomorfia de representaciones
wrreducibles complejas coincide con el numero de clases de conjugacion de G

Dem. KG = M,,(C)®---®M,,(C) y el nimero de representaciones irreducibles complejas
es q.
Z(KG)=C®---®C (hay g-sumandos) ,

por lo tanto dim(Z(K(G)) = ¢q. Veamos que hay tantas clases de conjugacién como
dim(Z(KG)): Sea z € Z(KG) y pongamos z =y, _, A\,g. Para todo h € G se tiene

geG

z=hzh™' = NhghT' =) Mgng’ =
g g’

Z )\hflghg.
g

por tanto Ay = Ap-1,4, para todo h. Todos los conjugados de g tienen el mismo escalar en
la expresién z = > gec Agg- Luego si denotamos por g* la suma de todos los conjugados
de g, tenemos un g* por cada clase de conjugacién. Ademas

z = Zx\gg*

lo que quiere decir que el conjunto de los diferentes g* es un sistema de generadores de
Z(KG). Ademas son L.I. porque si Y A\;¢* = 0 como las clases de conjugaciéon forman
una particién del grupo, se tiene A\, = 0. Por tanto {¢g*} es una base de Z(KG) y ¢ =
dim(Z(KG)) = numero de clases de conjugacién de G. O.

15 Teoria de caracteres.

Recordermos que la traza de una matriz cuadrada es la suma de los elementos de su
diagonal. Si denotamos por tr la traza de una matriz, se trata de una aplicacién lineal

tr: My (K) — K
dada por tr(a;;) = >, a;;. Esta aplicacion lineal cumple que

VA, B € M,(K), tr(AB) = tr(BA).
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Por lo tanto si P es cualquier matriz inversible
tr(PAP™') = tr(A)

para toda A € M, (K). Esta propiedad permite definir el concepto de traza de una apli-
cacion lineal f:V — V siendo V un e.v. de dim. finita. En efecto: fijemos una base B de
V' y definamos

tr(f) := tr(Mg(f))

siendo Mp(f) la matriz de f relativa a la base B. La definiciéon no depende de la base
elegida porque si B’ es otra base, existe una matriz inversible tal que Mp/(f) = PMp(f)P~*
y entonces tr(Mp/(f)) = tr(Mp(f)).

Por lo tanto tenemos una aplicacion lineal
tr: Endg (V) — K
tal que Vf, g € Endg(V), se cumple

tr(fg) = tr(gf).

Definicién 8 Cardcter de una representacion. Dada una representacion de grado finito
p:G = GL(V) de un grupo G en el espacio V', definimos el cardcter de p (denotado x,)
como la aplicacion

Xp:G— K

tal que Vg € G, se tiene x,(g) == tr(p(g)).

Problema 6 Calcular el cardcter de la representacion de Ag dada por d: Az — GLy(C)

siendo d(g)_<é _01), d(g)—(—_\}é?Q fg)

)

Sol.: Tenemos

D[ Do
=l

, 1 B
disg®) =\ B > |-
2 2

Por tanto el caracter x, de la representacion es:

1] g g2ssg 892

xal2=1[=t]0[0 ] 0

Problema 7 Determinar la tabla de caracteres de As.
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Aparte de la representacién de grado dos, cuyo caracter hemos calculado en el problema
anterior, tenfamos dos representaciones irreducibles de grado uno no isomorfas

1: Az — C* u: Ay — C*
s— 1 s— —1
g—1 g—1

La table completa de caracteres de Az es:

| 1] g o[ s [sg]sg®]
i1 1T [ 1 ][ ]1]1
Yol 1] 1 |=1|=-1]-1
all2|=1]=1] 0010

Nota 2 A partir de aqui, el cuerpo base serd C.

Algunas consecuencias de las definiciones:
1. Para toda representacién p: G — GL(V), x,(1) = dim(V).
2. Sidim(V) =1, se tiene x, = p.

3. Si p1 y pe son representaciones isomorfas de G,
Xp1 = Xpz-

Dem. La condicién de isomorfia implica la existencia de un isomorfismo lineal f: V) — V5

tal que Vg € G, pa2(g9)f = fpi(g). Entonces pa(g) = fpi(g)f ™" luego xp,(9) = X (9) por
tanto x,, = Xp.-

4. Si p: G — GL(V) es una representaciéon compleja, Vg € G se tienen x,(g7') = x,(g).
Dem. Como p(g) es diagonalizable su traza es la suma de sus autovalores.

p(g) = p diag(A1, ..., A\)p~"

plg™t) = p diag(A\ ', .., A p ™!

Pero cada \; es de norma unidad ya que p(g) es de orden finito (todo endomorfismo de
orden finito tiene autovalores que son raices n-ésimas de la unidad). Asi

Xp(9) = ZA_ = Z A =tr(p(gh) = xo(g7h).

Teorema 16 Si A es un dlgebra de dimension finita sobre un cuerpo K algebraicamente
cerrado y M es un A-médulo simple, entonces ¥Vf € Enda(M) no nulo, existe A\ € K*(=
K\ {0}) tal que f = A1y,
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Dem. ker(f) es una A-submdédulo de M luego ker(f) = 0 (no puede ser ker(f) = M
porque f # 0). Andlogamente Im(f) = M. Luego f es un automorfismo. Por lo tanto
todo elemento no nulo del algebra End (M) es inversible lo que quiere decir que End 4(M)
es un algebra de divisién (y de dimension finita por serlo M). Como K es algebraicamente
cerrado, End (M) = K luego todo elemento es multiplo escalar de la identidad. [

Sean p;:G — GL(V) y p2: G — GL(W) dos representaciones de G. Suponemos que
V' y W son K-espacios vectoriales. Definamos por hom(V, W) el K espacio de todas las
aplicaciones lineales V' — W. Si V' y W son finito-dimensionales hom(V, W) cumple

dim(hom(V, W)) = dim(V')dim(W).

Denotemos por homg(V, W) el subespacio de hom(V, W) de todas las f:V — W tales que
f(gv) = gf(v) paracada g € G,v € V.

Teorema 17 (Teorema dimensional) Supongamos que p1: G — GL(V) y pe: G — GL(W)
son irreps de G.

1. Si p1 % po se tiene homg(V, W) = 0.
2. Sea K algebraicamente cerrado. Si py = py se tiene dim(homg(V,W)) = 1.

Dem Sea f € homg(V,W). V y W son G-mdédulos simples luego ker(f) es 0 o V.
Andlogamente Im(f) = 0 o W. Como las representaciones no son isomorfas, V' no es
isomorfo a W como G-médulo . Por tanto ker(f) = V, Im(f) = 0. En este caso
homg(V, W) = 0. Supogamos ahora que p; = py y K algebraicamente cerrado. Ex-
iste un isomorfismo de G-médulos f:V — W. Para cualquier otro ¢ € homg(V, W) se
tiene f~'g € Endg(V) & K por tanto f~'g = Al ‘para algin A € K*, luego g = A\f y
dim(homg(V,W)) =1. O

Definicién 9 Sea p: G — GL(V) una representacion en el K-espacio vectorial V. Sea

V* = homg(V,K) el dual de V. Definimos la representacion dual p*:G — GL(V*)
mediante

pr(9)(f) = fplg™)
para cada g € G, f:V — K elemento de V*.

Problema 8 Demostrar que Vg € G, x,+(9) = x,(9)-

Recordemos que si V' y W son K-espacios vectoriales de dimensién finita, hay un iso-
morfismo

0:V* @ W = hom(V, W)
tal que f ® w — f( )w siendo esta, la aplicacién V' — W tal que v — f(v)w:
[fO)w](v) == fv)w

para cada f € V* w € W, v € V. Para convencerse de dicho isomorfismo, es facil ver
que € es un monomorfismo y como ambos espacios tienen la misma dimension, 6 es un
isomorfismo.
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Proposicién 4 Si A € M, (K), B € M,(K) entonces tr(A® B) = tr(A)tr(B).
Dem. Si A = (a;;) entonces

CLHB cee alnB
tr(A® B) = tr : : =
amB - ap,B
aptr(B) + - - - + apptr(B) = tr(A)tr(B).
O

Corolario 6 Sip;: G — GL(V;) parai = 1,2 son representaciones de G en los K -espacios
Vi y Va, entonces Xpiop,(9) = Xp1(9)Xp2(9) para cada g € G.

Dem.
Xorepe(9) = tr(p1(g) ® pa(g)) =

tr(p1(9))tr(p2(9)) = Xp1 (9)Xp2(9)-
0

Si p1:G — GL(V) y p2: G — GL(W) son representaciones de G en los K-espacios V
yW, podemos definir la representacién

p1 F pa: G — GL(hom(V, W))
tal que (p1 F p2)(g): hom(V, W) — hom(V, W) viene dada por
T pa(g)Tpr(g™).

El isomorfismo 0: V* @ W — hom(V, W) descrito anteriormente, induce un isomorfismo
de representaciones

p1E p2 = pl @ pa.

Compruebe el lector que para cada g € GG se tienen cuadrados conmutativos

VE e W (P1®p2)(9) VEa W

hom(V, W) (mHJ—Q)(g)) hom(V, W)

Corolario 7

Xpikp2 = Xpi®p2
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En particular, para representaciones complejas, Vg € G se tiene

Xoikp2(9) = X1 (D) X02(9) = X1 (9) X2 (9)- (1)

Recordemos que si S es un subespacio de un K-espacio vectorial V| y fijamos una
descomposicién V =S @ S, una aplicacién p: V — V tal que p(z) = x para cada z € S'y
p(S") = 0 se llamard una proyeccién en S. En este caso si V' es de dimensién finita,

tr(p) = dim(95).

En efecto, en una base conveniente de V', la matriz de p es

(% 8) . n=dim(S).

Lema 2 Para que una aplicacion f:V — V sea una proyeccion en un subespacio S de V
es suficiente que

1L fP=fy
2. f(z) =2 siysolosixzeSs.

Dem. Si p es una proyeccién en S, el nicleo de p es S” y su imagen S. Por lo tanto V =
ker(p) @ Im(f). Ademés como p(x) € S se tiene p(p(z)) = x para todo x. Reciprocamente,
si se cumplen las dos condiciones, es facil comprobar que ker(f) NIm(f) = 0 (porque si

z € ker(f) NIm(f) se tiene z = f(q) luego 0 = f(2) = f(f(¢)) = f(q) = z). Ademas
VeeV,z=f(z)+ (x— f(x)) y x — f(x) € ker(f). Por tanto

Im(f) @ ker(f).

V=
= f(x) € Im(f). Por otra parte si z € Im(f) tenemos
f(y) = x lo que implica = € S. Concluimos que

Ademas, si x € S, tenemos

v = f(y) luego f(x) = F(F(y)) =
S = Im(f).

y f es una proyeccién en S. [J

Sea G un grupo finito, p1: G — GL(V) y p2: G — GL(W) representaciones complejas de
G. Definamos F:hom(V, W) — hom(V, W) por

Z p2(9)Tp1(g™")

gEG

Lema 3 La imagen de F es homg(V,W).
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Lo primero que vamos a demostrar es que siendo S := F(7T), se tiene S € homg(V, W).
Para ello seav € V, h € G:

S(hw) = S(pr(R)(v)) =
157 2 AT or g™ o ()]} =

geG
|G‘g§pz DT lpr(g™ ) ()]} =
rel n)Y  pa(h ™ g{Tlpi(g " h)(0)]} =
geG

(h) Y pa(h ™ g){Tlpr (g™ h) ()]} =

sz )Ty (k™) (v) =
kEG
pz(h)(s(v)) = hS(v).

Esto prueba que Im(F) C homg(V, W).
Veamos ahora homg(V, W) C Im(F'). Sea T' € homg(V,W). Entonces Vg € G se tiene
p2(9)T = Tp1(g) por tanto

BT |G|Z”2 9Tpils™) =
geG

|2Tp1 )pr(g™) |ZT T,

9eG geq

luego T' € Im(F). Como corolario F? = Fy en consecuencia
tr(F) = dim(homg(V, W)).
U

Corolario 8 Si las irreps p1:G — GL(V) y p2: G — GL(W) son isomorfas, entonces
tr(F) =1, en caso contrario tr(F) = 0.

Véase el Teorema 17

Definicién 10 Si p;:G — GL(V) y pa: G — GL(W) son representaciones complejas de
grado finito de un grupo finito G, definimos el producto escalar de sus caracteres:

(Xo1s Xpo) 1= ZXm 9)Xe2(9
gGG
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Esta aplicacién es lineal en la variable de la izquierda y conjugado-lineal en la variable
de la derecha:

(X1 + x2,x3) = (X1, X3) + (X2 X3),
(X1, x2 + x3) = (s x2) + (s xs),
(kx1, x2) = k(x1, X2),
(x1,kx2) = ]%<X1,X2>,
Para cualquier k£ € C y caracteres y;, 1 = 1,...,4.
Ademas

(X1, x2) = (X2, x1)

VX, (X x) 2 0.
Vx({x,x) = 0 siy solo si y =0).

Teorema 18 Si p1:G — GL(V) y pa: G — GL(W) son irreps complejas del grupo finito
G cuyos caracteres son respectivamente X1 y X2, entonces

1 sipt = po
<X17X2>_{0 st p1 Z p2

Dem. Recordemos que F:hom(V, W) — hom(V, W) dada por

F(T) = |—(1;| > () Tpi(g ™).

geG

tiene tr(F) = 1si p; = po y tr(F) = 0 en caso contrario (véase Corolario 8). Ademés:

(p1F p2)(9)(T) = pa(9)Tpr(g7") =

F= l—é, ;m - p2)(9)
1
F= il zg:(/h Fp2)(9)
(F) = ﬁ ;mm - p2)(9)) = ﬁ Z Nortpal8)) =

!_(1?\ D X (9X0:(9) = (as Xon) = (X Xpa)-

Luego (Xp,, Xp,) €s nulo si p1 Z pa y 1si p1 = py. O
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Teorema 19 Sea G un grupo finito y p: G — GL(V') una representacion compleja de grado
finito. Descompongamos p como suma directa de irreps de G:

p= anﬂz

conn; € Z\ {0} y cada p; es una irrep. (p; % p; sii# j). Sea 7:G — GL(W) una irrep.
compleja cualquiera de G. Entonces (x,, Xr) = n; siendo p; = T.

Dem. Se tiene que

<Xp7XT> = Zni<XpiﬂXT>7

y el inico sumando no nulo es aquel en que 7 = p;. Por tanto
<Xp> XT> =N,
donde 7 = p;.

Teorema 20 Sea G un grupo finito. Una representacion compleja p: G — GL(V') de grado
finito es irreducible si y solo si su cardcter x cumple (x,x) = 1.

Dem. Ya hemos visto que si p es irreducible (x, x) = 1. Veamos el reciproco. Sabemos
(x, x) = 1, descompongamos p como suma de irreps

p= anpz

con n; > 0 (enteros) y las p; no isomorfas dos a dos.
Entonces x = Y. n;x; siendo x; := X,

1={(x,x) = (an‘Xi,anXj> = Z”inj(XﬁXj) -
i J 1,3
S

Por lo tanto solo puede haber un n; y vale 1. Luego p es irreducible.

16 Irreps de Z,

Todas las irreps complejas de un grupo abeliano finito son de grado 1: sea p: G — GL(V)
con dim(V') finita y G abeliano finito. El conjunto {p(g)}4ec C GL(V') es un conjunto de
aplicaciones diagonalizables y que conmutan dos a dos. Es sabido que existe una base de
V tal que todas las p(g) diagonalizan en dicha base. Si tomamos un elemento v de dicha
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base, el subespacio generado por v es por lo tanto p-invariante. Como p es irreducible, V'
es el subespacio generado por v luego dim(V) = 1.

Por lo tanto todas las irreps complejas de Z,, son de grado uno, es decir, homomorfismos
de grupos Z, — C*. Sabemos que hay tantas irreps complejas como clases de conjugacion
del grupo. Como el grupo es abeliano, hay tantas clases de conjugacién como elementos
en el grupo. Por lo tanto, salvo isomorfismo, solo hay n irreps de Z,.

Vamos a calcularlas. Si ponemos Z, = (m:7" = 1) todo homomorfismo p:Z, — C*
queda determinado por p(m) que es una raiz n-ésima de la unidad. Escribiendo w =
exp(%’ri) tenemos las representaciones pg, p1, . . ., pn_1 definidas por

pe(m) = w".
Como son todas distintas, son todas ellas no isomorfas.

Algunos ejemplos

L1 = Zs | 1| 7 | 7
po | 1] 1 po | 111 12 w = exp27i/3

o 1] -1 p |1 w2 w

p2 | 1w | w

Zo|1| @ | 7% | =3

po | 1] 1 1 1

pr | 1] ¢« | —1] —

pp |1 —1] 1 | -1

ps | 1| —o | =11 2

Teorema 21 En un grupo abeliano finito G por cada irrep p de G tenemos un idempotente

€p = ﬁ > nl9)g

geG

en el dlgebra grupo CG. Si p y T son irreps no isomorfas e,e; = 0. Ademds
Z e, = 1.
P

Dem.

1
er = o > Xo(9)x-(h)gh =
g,h

1 _
GE > xo(9)x-(g7 " gh)gh =
g,h
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@ S o (@)xe (g~ ) xe(gh)gh =

é 3 x,,(g)xT(gl)ﬁ S v, (gh)gh =

’—é’ Z Xp(g)xT(g_l)ﬁ Z X-(gh)gh = (X, X=)er

€pCr = <XP7XT>€T
luego

2_ . .
€, = €p, eper =0, sip#T.

Veamos que ) e, = 1.
Para demostrar

Zepzl

p

tengamos que cuenta que las representaciones son py, . .., pn_1 Y que pp(m) = Wk,

1 n—1 1 n—1
Con = E p(m)m) = — E w’ !
n < n <
jZO ]20

1 « |
— JkJj _ — kNI
Zep - Z ) Wil = (y W7
P k=0 j5=0 7=0 k=0
Por lo tanto
1 n—1 n—1 '
YIRS B PECE
p j=0 k=0
n—1 1 — in
P 0, Ik — =0 =1
ara j # kgow - pues w
n—1
Para j =0, Zw”k =n
k=0
Sep=1
P

Asi, el algebra grupo compleja de Z,, se descompone como
CzZ, = Pce,
p

donce p varfa en el conjunto de representaciones irreducibles (dos a dos no isomorfas) de
Z,. Sabemos ademads que hay exactamente n de tales representaciones.
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Ejemplos

Zo | 1| 7
pj 1 1 ePO %1(1 +7T)a
o | 1] -1 €pr = 5(1_7T>

CZQ = (C@() D (C61

donde ¢; :==¢,,, 1 =0, 1.

Siendo w = exp2mi/3,

[\

Zs | 1
2 1 71T 7; €py = %(1—}—7T+7T2)
Po w2 em = 5 (14 wr 4+ w?n?)
Zl 1wl w € = 3(1+wT+wr?)
2

CZ3 = CEO S5, (C61 ©® Ceg,

e =ep,1 =123
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