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Capitulo 1

Sumas de cuatro cuadrados.

Esta relacion de problemas esta dedicada a las aplicaciones de los cuaterniones enteros
(para ampliar conocimientos puede consultarse la referencia [1]). Sea H el algebra de cua-
terniones reales de division y D el conjunto de todos los cuaterniones enteros, es decir, el
conjunto formado por los A\g + A7 + Ayj + A3k tales que o bien todos los \; son enteros,
o bien todos ellos son de la forma %TH En los problemas sucesivos se pide demostrar que
7 se puede considerar un subanillo de D. Supondremos pues de ahora en adelante que Z
estd contenido en D.

Problema 1 Demuéstrese que D es un anillo no conmutativo que contiene una copia de
Z (un subanillo isomorfo a Z).

Problema 2 Demuéstrese que para cada cuaternion q € D, su norma N(q) es un entero.
Recordemos que las "unidades’ de un anillo son por definicion los elementos inversibles
del mismo. Demuéstrese que o € D es una unidad si y soélo si N(a) = 1. Calcilense
explicitamente las unidades de D.

Problema 3 Sea o« € D tal que sus coordenadas respecto a la base {1,i,j,k} no son
enteras, demuéstrese que o« = 3+ v donde los coeficientes de 3 son pares, y v = %(:l:l +
i+ 7+ k). Demuéstrese que o7y es un asociado de  que tiene coordenadas enteras.

Problema 4 Supongase conocido el resultado segun el cual para todo primo p € Z, dicho
elemento nunca es primo visto como elemento de D (véase [1]). A partir de este resultado,
demuéstrese que p es suma de cuatro cuadrados (se debe entender que es suma de cuatro
cuadrados en 7.):

1. Como p = wy para dos no-unidades x,y € D, se tiene p*> = N(p) = N(z)N(y).
Deducir que p = N(z) = N(y).

2. Demuéstrese que en la descomposicion anterior p = xy, alguno de los elementos x o
y pueden elegirse con coordenadas enteras.

3. Como p= N(x)= N(y) se tiene trivialmente que p es suma de cuatro cuadrados en
Z.

4. Demuéstrese que en Z, todo elemento es suma de cuatro cuadrados. Para ello se
puede usar la formula N(zy) = N(z)N(y) que se puede interpretar en D diciendo
que la multiplicacion es operacion interna en el conjunto de todas las sumas de cuatro
cuadrados.

Un plano no pappiano.

Para esta seccion puede consultarse la referencia [3]. Se define un plano afin como una
pareja (IT, A) donde IT es un conjunto cuyos elementos llamaremos "puntos’ y A una familia
de partes de II (a cada una de las cuales llamaremos 'recta’) tales que:



1. Para cada par de puntos P, € II distintos, existe una tnica recta r € A tal que

PQer.

2. Dada una recta [ y un punto P que no pertenezca a [ existe una tinica recta que pasa
por P y tiene interseccion vacia con [.

3. Existen tres puntos no alineados (es decir, no contenidos los tres en una recta).

Problema 5 Pruébese que si D es un anillo de division, entonces definiendo 11 = D x D
y A como el conjunto de ‘rectas’

Taved := {(2,y) € D x D : (z,y) = (a,b) + X\(c,d)}

con (a,b),(c,d) € D x D,(siendo (c,d) no nulo), X\ € D, entonces la pareja (II, A) es un
plano afin en el sentido de la definicion anterior.

Un plano afin (II, A) se dice que satisface la propiedad de Pappus si dadas dos rectas
[,I! € A diferentes, tres puntos A, B,C € [ — I, otros tres A', B',C" € ' — [, entonces
los puntos P := AB'NA'B, Q = AC'NA'C, y R = BC'N B'C (en caso de existir) son
colineales. C

l/
AI B/ CII

Problema 6 Demuéstrese que el plano afin definido como en el problema anterior toman-
do en vez de un anillo de division, un cuerpo (por tanto conmutativo), es un plano que
satisface la propiedad de Pappus.

Problema 7 Demuéstrese que el plano afin que se obtiene tomando D = H en el problema
5 es un plano afin que no satisface la propiedad de Pappus.

Capitulo 2

Problema 8 Compruébese que si un dlgebra A es asociativa, alternativa o Jordan, enton-
ces su unitazada Ay lo es. ;Qué problema hay con las dlgebras de Lie?

Problema 9 Formalicense las definiciones de dlgebra asociativa (alternativa o de Jordan)
libre con unidad.



Problema 10 Demuéstrese que el dlgebra de cuaterniones reales de division H es un co-
ciente del dlgebra asociativa libre con unidad, generada por un conjunto X de cardinal dos.
Describase el ideal I tal que H = Ass (X)/1.

Indicacion. Un sistema de generadores de H como algebra sobre los reales es el conjunto
{i,j}. Consideremos entonces el conjunto X = {z,y} y la aplicacion ¢ : X — H tal
que x — i, y — j. La propiedad universal del algebra asociativa libre con unidad nos
proporciona la existencia de un tunico homomorfismo de R-algebras F' : Ass;(X) — H
tal que F(x) = i, F(y) = j. El lector debera demostrar que F' es un epimorfismo. En
consecuencia H = Assy(X)/I donde I := ker(F'). Entre los elementos de I obviamente
figuran las palabras 22+ 1, y> + 1, zy + yx de Ass;(X). El lector debera demostrar que de
hecho I es el ideal generado por estos tres elementos. Para ello podemos definir en principio
I’ como el ideal generado por esos tres elementos

I'=<2*+ 1,9+ 1,2y +yx > .

Obviamente I’ C I. Para demostrar la igualdad observaremos que I no contiene palabras
en x e y de nivel uno (es decir, elementos del tipo ax + Sy con «a, 3 € R). Sea entonces
w(x,y) = ax® + Py* + yry + dyx un elemento de nivel dos de I (como siempre las letras
griegas representan escalares) . Demostraremos que w(x,y) € I’ del siguiente modo: dado
que

0= F(w(z,y)) = ai® + B5% + vij + 6ji = —(a+ ) + (y — 6k

tendremos o = —f3, v = 9. Por tanto
w(z,y) = a(@® —y*) + d(xy +ya) = af(a® + 1) — (" + )] + d(xy +yx) € I

Finalmente supongase que todas las palabras de nivel menor que n de I estan en I’ y
demuéstrese para las de nivel n.

Problema 11 (Construccion del dlgebra de octoniones reales de division). Sea X = {z,y, z}
y consideremos la R-dlgebra alternativa libre con unidad generada por X (denotada Alti(X)).
Consideremos el ideal I de Alt(X) generado por los elementos 22+ 1, y*+1, 22 +1, zy+yz,
xz 4+ xz, yz + zy. Demuéstrese que Alt1(X)/I tiene dimension ocho y complétese la tabla
de multiplicar de este dlgebra (definase t :== xy, u = zx, v = zy, w = zt y compruébese
que las clases de equivalencia de los elementos del conjunto {1,x,y,t, 2z, u,v,w} son una
base cuya tabla de multiplicar se pide calcular).

Indicacion. Partamos de la igualdad
agl + anT + g + ast = 0+ ayz + asti + agd + ayw = 0,

donde los «; son reales. Esto quiere decir que la combinacién lineal correspondiente sin
clases de equivalencia es un elemento de /. Utilizando entonces la propiedad universal del



algebra alternativa libre demuéstrese que los escalares \; deben ser nulos. Asi tenemos
que las clases de equivalencia del conjunto dado son linealmente independientes. Para ver
que son un sistema de generadores hay que demostrar que toda palabra de Ass;(X) es
combinacioén lineal de 1, z,vy,t, 2z, u, v, o w moédulo I. Empecemos por las palabras de nivel
dos en x, y, z. Asi por ejemplo

22 = -1+ (2?2 + 1) € —1 + I (analogo para y?, 2?).
xy=t,yr=—t+ (zy+yzx) € —t+ 1.
rz=—u+ (20 +2z2) € —u+1, zo = u.
yz=—v+ (2y+yz) € —v+1, zy = v.

Por lo tanto todas las palabras de nivel dos de Assi(X) se expresan (moédulo I) como
combinaciones lineales de los elementos indicados. Invitamos al lector a suponer que todas
las palabras de nivel menor que n son (médulo I) combinaciones lineales de los elementos
del conjunto {1,z,y,t,z,u,v,w}, y a demostrar que entonces toda palabra de nivel n
también lo es. Dejamos al lector la nada trivial tarea de construir la tabla de multiplicar
de este algebra.

Capitulo 3

Esta seccion de problemas va a estar dedicada a la descomposiciéon de Peirce y al proceso
de Cayley-Dickson.

Problema 12 Sea A un dlgebra alternativa con unidad y 1 = ey + -+ + e, una descom-
posicion de la unidad como suma de idempotentes ortogonales no nulos. Demuéstrese que
si se descompone A con relacion al idempotente ey en la forma A = A\ + Ay + Aby + Al
se tienen las relaciones: Ajy = A, Alg = ®is141i, Ay = Bis14in, Ay = i1 4ij.

Problema 13 Bajo las mismas condiciones que en el problema anterior considérese el
idempotente e = ey + -+ + e,. Demuéstrese que si A = By + Big + Bo1 + Boo es la
descomposicion de Peirce de A con relacion a e, entonces Byp = @ZJZZAM’ By = Ay
Identifiquense los subespacios Biy y Bor-

Problema 14 Bajo las condiciones de los dos problemas anteriores, demuéstrese que st
u = e1 + e; entonces la descomposicion de Peirce de uwAu con relacion a ey es

UAU = 011 + Cl() + 001 + COO
donde C11 = A1, Cio = Ay, Co1 = Air, y Coo = Ay

Problema 15 Sea e un idempotente de un dlgebra alternativa y A = Ago+ A1 + Ao+ A1q
la descomposicion de Peirce de A relativa a e. Demuéstrese que A es asociativa si y solo
si Ay lo es (parai=0,1) y A3, = A%, = 0.



Problema 16 Sea A una R-dlgebra a la que se puede aplicar el proceso de Cayley-Dickson.
Demuéstrese que si 1 > 0 entonces CD(A, u) = CD(A,1) mientras que si p < 0 enton-
ces CD(A, ) = CD(A, —1) (sugerencia: busquense isomorfismos del tipo (x,y) — (z, ky)
donde z,y € A, k € R).

Problema 17 Sea A un dlgebra compleja a la que se puede aplicar el proceso de Cayley-
Dickson. Demuéstrese que para cualquier p # 0 se tiene CD(A, u) = CD(A,1). Comprué-
bese que lo anterior es aplicable no solo sobre los complejos, sino también para dlgebras
sobre cuerpos algebraicamente cerrados.

Problema 18 Si definimos C; := CD(R, 1), demuéstrese que existe un isomorfismo en-
tre el dlgebra de complejos ’split’ Cy y el dlgebra definida sobre R x R con producto por
componentes:

(@, y)(2,y) = (z2', yy)
para x,y,x',y € R.

Problema 19 En el dlgebra CD(C,—1) definamos los elementos 1 = (1,0), I = (i,0),
J=(0,1), K = (0,—i). Compruébese que {1,1,J, K} es una base de CD(C,—1), respecto
a la cual la tabla de multiplicar del dlgebra es

. 1 J | K
I | -1 | K |—-J

J | -K|-1] I |
K| J |-1]|-1

Concluyase que CD(C, —1) es isomorfa al dlgebra H de cuaterniones reales de division (por
tanto es un dlgebra asociativa pero no conmutativa).

Problema 20 En el dlgebra CD(C,1) definamos los elementos 1 = (1,0), I = (1,0),
J=(0,1), K =(0,—i). Compruébese que {1,1,J, K} es una base de CD(C,1), respecto a
la cual la tabla de multiplicar del dlgebra es

. I | J| K

I | -1 | K|—-J
J|-K|1]|-I]
K| J | I]1

Esta dlgebra se denomina dlgebra de ‘cuaterniones split’ y se denota por Hy. El calificativo
'split’ hace alusion a la existencia de divisores de cero, jcompruébese!

Problema 21 Demuéstrese que el dalgebra Hy de cuaterniones split es isomorfa al dlgebra
My(R) de matrices cuadradas 2 x 2 sobre los reales. Sugerencia: en My(R), tomemos las
matrices 1 =matriz identidad,

SEHENTHER Y

una vez comprobado que estas matrices forman una base del dlgebra , constriyase la tabla
de multiplicar relativa a dicha base.



Problema 22 Demuéstrese que CD(Cq, 1) es isomorfa a H, para ello tomese en CD(Cs, 1)
la base 1 = (1,0), I = (0,7), J = (0,1), K = (—4,0) y constriyase la tabla de multipli-
car. Compruébese también que CD(Cs, —1) es isomorfa a Hy (en este caso se puede hacer
[=(0,1), J = (i,0), K = (0,)).

Problema 23 Generalizando el problema anterior se pide demostrar lo siguiente: sea A
un dlgebra asociativa con un elemento v tal que vv = —1. Demuéstrese que entonces la
aplicacion f : CD(A,+1) — CD(A, —1) dada por f(z,y) := (z,yv) es un isomorfismos de
dlgebras con involucion.

Problema 24 Sea B un dlgebra a la que se puede aplicar el proceso de Cayley-Dickson .
Demuéstrese que:

1. B es asociativa y conmutativa si y solo si CD(B, i) es asociativa.

2. B es asociativa, conmutativa y de involucion identidad si y solo si CD(B, u) es aso-
ciativa y conmutativa.

Problema 25 Demuéstrese que sobre un cuerpo algebraicamente cerrado F, cualquier dl-
gebra de composicion de dimension mayor que uno es split. Por tanto las dlgebras de
composicion sobre un tal cuerpo son: F' (en caso de caracteristica distinta de dos), K(0),

Q(0,1) y C(0,1,1).

Problema 26 Sean X eY dos F'-espacios vectoriales de dimension finitay f : X XY — F
una aplicacion bilineal. Supongase que:

1. f(z,Y) =0 implica x = 0.
2. f(X,y) =0 implica y = 0.

Demuéstrese que dim(X) = dim(Y') y para cada base {u;} de X existe una base {w;} de
Y tal que f(u;, w;) = 6;; (la delta de Kronecker).

Problema 27 Sea F un cuerpo, en el F-espacio vectorial tridimensional F? definimos la
forma bilineal simétrica < -|- >: F x F — F tal que si v = (z1,%2,23), ¥y = (Y1, Y2,Y3),
entonces < x|y >:= Z?Zl x;y;. Por otra parte definamos A : F3 x F3 — F3 tal que

! J K T2 T3 Ty X3 T1 X2
rAY=|m T2 T3\ = Ty sl wl)
1 Y2 Y3

Consideremos el F-espacio vectorial

F B3
A‘<F3 F)



es decir el conjunto formado por todas las matrices con escalares en la diagonal y vectores
de F? en los lugares (1,2) y (2,1). Dicho conjunto se dota de estructura de F-espacio
vectorial con operaciones por ‘componentes’. Definamos el siguiente producto en A:

<a v)(o/ v’)_( ad/+ < vjw' > ozv’+ﬁ’v—w/\w’)
w B)\w [ \dw+puw +ovAd B+ <wl >.

Demuéstrese que la aplicacion
(o 5)= (5 )
w B) \—-w «
es una involucion para el producto definido en A. Este dlgebra es conocida como el dlgebra
de matrices de Zorn. Demuéstrese que A es una F-dlgebra de composicion de dimension

ocho y split. Concliyase que A = C(0,1,1).

Problema 28 Dado un cuerpo F, sea {i,j, k} la base candnica del F-espacio vectorial
F3. En la F-dlgebra de las matrices de Zorn A del problema anterior, tomamos la base

! 0 0 ’ 2 0 ]. ’
0 0 ’ 0 0 ’ O 0 ’
/l: 0 ’ j 0 ’ k O ’

Demuéstrese que la tabla de multiplicar en la base {e; i =1,...,8} es:

€1 0 0 0 0 €3 €4 €5

0 €9 €6 €7 €8 0 0 0

0 €3 0 €8 —€7 €1 0 0

0 es —eg 0 eg 0 el 0

0 es e —e O 0 0 er |’
€g 0 €9 0 0 0 —€x €4

€7 0 0 €9 0 €5 0 —€3

€8 0 0 0 €9 —€4 €3 0

donde la entrada (i, j) de la matriz anterior es precisamente el producto e;ej. Compruébese
directamente que A es un dlgebra simple.

Problema 29 Sea Oy, = CD(H, 1) el dglgebra de octoniones split reales. Demuéstrese di-
rectamente que Q4 = A donde A es el dlgebra de matrices de Zorn sobre R.



Problema 30 Sea O = CD(H, —1) el dlgebra de octoniones reales de division. Si consi-
deramos la base estandar {1,4,j,k} de H, podemos construir la base de O dada por:

€1 = (170)762 = (ia0>763 = (]7 0)764 = (]7 0);

€5 = (07 1),66 = (O,i)767 = (07j),68 = (07 k?)

Demuéstrese que la tabla de multiplicar de Q respecto a esta base es'

€1 €2 €3 €4 €5 €6 €7 €s
€2 —€ €4 —€3 —6g €5 —€g €7
€3 —€4 —€ €2 —€7 €3 €5 —€6
€4 €3 —€y —€1 —€g —€r € €5
€5 €6 €7 €s —€1 —€ —€3 —€4
€6 —€5 —€g €7 €2 —€1 —€4 €3
€r €3 —€5 —€¢ €3 €4 —€1 —€2
€g —€r € —€s5 €4 —€3 €2 —€1

Compruébese que la aplicacion lineal @ — Q tal que e; — ey, e; — —e; (1 £ 1), es una
involucion de Q, y que la aplicacion n : O — R definida por n(z) := 2T, es una forma
cuadrdtica definida positiva. Concliyase a partir de este hecho, que Q es un dlgebra de
division.

Problema 31 Clasifiquense las dlgebras alternativas simples de dimension finita sobre el
cuerpo R de los reales.

Capitulo 4
Problema 32 FEstidiense las dlgebras de Lie nilpotentes de dimensiones dos y tres.

Problema 33 Demuéstrese que para un dlgebra alternativa A sobre un cuerpo F de ca-
racteristica dos o tres, el dlgebra antisimetrizada A~ es de Lie.

Problema 34 Sea V' un F-espacio vectorial de dimension finita n. ;Bajo qué condiciones
podemos afirmar que gl(V)/F1 = sl(V)?

Problema 35 Demuéstrese la simplicidad de las dlgebras s{(V') para un espacio vectorial
de dimension finita V.

Problema 36 Demuéstrese que si A es un dlgebra y Dy, Dy € Der(A), entonces [Dy, Ds] €
Der(A).

Problema 37 Determinese la dimension del dlgebra o(20 + 1, F).

!Como de costumbre el elemento (i, j) de la tabla es el producto e;e;.
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Problema 38 Verifiquese que:
1. 7(n,F)=29n,F)®nn,F).
2. [o(n, F),n(n,F)| =n(n, F).
3. [r(n,F),7(n, F)] =n(n, F).

Recuérdese que si K y H son subdlgebras de L, entonces [H, K| denota el subespacio de L
generado por los conmutadores [x,y] conx € H, y € K.

Problema 39 Sea 1 la identidad de gl(n, F'). Supongamos que la caracteristica de F' es
cero o un primo que no diwvida a n. Demuéstrese que gl(n, F') = F -1 @ sl(n, F) (suma
directa de subespacios).

Problema 40 Demuéstrese que el espacio vectorial real R? provisto con el producto vec-
torial habitual, tiene estructura de dlgebra de Lie.

Problema 41 Cuando la caracteristica del cuerpo base F' es cero, demuéstrese que para
cada una de las dlgebras de Lie clasicas L = Ay, By, Cy, o Dy, se tiene la igualdad [L, L] = L.
Concliyase que cada una de estas dlgebras estd formada por matrices de traza nula.

Problema 42 Sea L un dlgebra de Lie sobre un cuerpo algebraicamente cerrado y sea
x € L. Pruébese que el subespacio de L generado por los vectores propios de ad(x) es una
subdlgebra.

Problema 43 Para valores pequenos de I, pueden darse isomorfismos entre algunas dlge-
bras de Lie cldsicas. Demuéstrese que Ay, By y Cy son isomorfas, mientras que Dy es un
dlgebra de Lie unidimensional. Pruébese que By = Cy, D3 = As. ;Qué se puede decir de
Dy?

Problema 44 Demuéstrese que una representacion de dimension finita V' de un dlgebra de
Lie L es completamente reducible si y solo si para cada L-submddulo W de V', existe un L-
submaodulo W' tal que V-=W @ W'. Indicacion. Supongamos V = @I ,V; completamente
reducible siendo cada V; un submodulo irreducible. Sea W submodulo distinto del total,
entonces existe algun i tal que W N'V; = 0. A partir de aqui se demuestra la existencia de
un submdodulo W' mazimal de entre los que tiene interseccion nula con W. Para demostrar
que W @& W' coincide con V' se puede razonar por reduccion al absurdo en cuyo caso
llegaremos a que eziste j tal que (W @ W')NV; = 0.

Problema 45 Demuéstrese que el dlgebra 7(n, F') de las matrices triangulares superiores
es soluble.

Problema 46 Compruébese que el dlgebra tridimensional con base {x,y,z} y tabla de
multiplicar [z, z] = [y,y] = [2,2] =0, [x,y] = [y, 2] = z, [x,2] = —[z,2] =y, [y, 2] =
[z,y] =0, es un dlgebra de Lie. Demuéstrese que es soluble pero no nilpotente.

Problema 47 Determinense salvo isomorfismos las dlgebra de Lie de dimension menor o
igual a dos. Compruébese que existe solo una (salvo isomorfismo) bidimensional no abelia-
na. Compruébese que esta es soluble pero no nilpotente.
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Capitulo 5

Problema 48 Sea V' un espacio vectorial de dimension arbitraria sobre un cuerpo F' (sin
restriccion sobre su caracteristica). Sea f :V x V. — F una forma bilineal simétrica y S
un subespacio de V' de dimension finita y no degenerado (lo quiere decir que la restriccion
de f a U x U es no degenerada). Demuéstrese que entonces V.= S & S*. Sugerencia:
demuéstrese que la aplicacion S — S* tal que s — f(s, ) es un isomorfismo de espacios
vectoriales. Para ver que V = S + S*, tomese v € V y demuéstrese que existe s € S tal

que f(v, ) = f(s,_).
Problema 49 Certifiquese que Vx,y,z € gl(V) se tiene [x,yz] = [x,y]z + y[z, 2].

Problema 50 Sea F' es algebraicamente cerrado y V' un F-espacio de dimension finita.
Tomemos x € gl(V') semisimple. Demuéstrese que ad(x) : gl(V)) — gl(V') es semisimple.
Sugerencia: sea {vy,...,v,} una base de V' que diagonaliza a x, de modo que x(v;) = a;e;
con a; € F. Construyase la base de gl(V') definida por las relaciones e;j(vy) = 0riv;, y
demuéstrese que ad(x)e;; = (a; — a;)e;;.

Problema 51 Sean x,y, z endomorfismos de un espacio vectorial de dimension finita V.
Demuéstrese que Tr([z,y]z) = Tr(zy, 2]).

Problema 52 Demuéstrese que si L es dlgebra de Lie tal que [L, L] es nilpotente, entonces
L es soluble.

Problema 53 Sea V un F-espacio de dimension finita, W un subespacio suyo y f:V —
V' un endomorfismo que transforma V- en W. Demuéstrese que Tr(f) = Tr(f|lw). Suge-
rencia: estudiese la traza de f con relacion a una base de V' que sea el resultado de extender
una base de W'.

Problema 54 Calcilese la forma Killing del dlgebra de Lie L := sl(2, F). Sugerencia:
considérese la base {x, h,y} de L formada por las matrices x = Eia, y = Fo1, h = Ey1 — Ea
donde como es habitual la matriz E;; es la que tiene un uno en la posicion (i,j) y cero en
las demds. Compruébese que entonces

0 0 0 0 -1 0
ad(h) = diag(2,0,-2),ad(z)=| -2 0 0 |,ad(y)=[(0 0 2],
0 1 0 0 0 O

y determinese ahora la forma de Killing que deberd salir de matriz:

0 0 4
0 8 0
4 0 O

Problema 55 Sea I un ideal de un dlgebra de Lie de dimension finita L. Demuéstrese
que I+ definido como el conjunto de elementos x € L tales que k(x,I) = 0 es un ideal de
L (k es la forma Killing de L).
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Problema 56 En el ambiente del problema anterior, apliquese el Criterio de Cartan para
demostrar que I N I+ es un ideal soluble.

Problema 57 Sea V un F-espacio vectorial de dimension finita y consideremos el dlgebra
L=sl(V). Seax €L yx=uxs+x, sudescomposicion de Jordan-Chevalley.

1. Demuéstrese que x, € L usando el hecho de que todos sus autovalores son nulos.
Concliyase que x4 € L.

2. Apliquese el Lema ?? para concluir que ad(xs) : gl(V) — gl(V') es semisimple. De-
muéstrese que ad(zs) : L — L es semisimple.

3. Andlogamente demuéstrese que ad(x,) : L — L es nilpotente.

4. Como [ad(zs), ad(z,)] = ad([zs, x,]) = 0, la unicidad de la descomposicion de Jordan-
Chevalley abstracta implica que v = xs + x, es también la descomposicion abstracta
de Jordan-Chevalley.

Problema 58 Sea V' un mddulo (de dimension finita) del dlgebra de Lie L. Pruébese que
V' es completamente reducible si y sdlo si cada submddulo de V' posee un complemento (es
decir, para cada W submddulo de V', existe otro submddulo W' tal que V.= W @& W’).
Sugerencia: suponiendo V = @;S; para una familia {S;} de L-mddulos irreducibles, si W
es un submaodulo propio y no nulo, no todos los S; estdn contenidos en W. Aquellos S; no
contenidos en W' tienen interseccion nula con W. Consideremos pues un submddulo X de
V' maximal respecto a la propiedad de tener interseccion nula con W. Si W & X no coincide
con'V,...

Problema 59 Sea L =sl(2,F), V = F? y ¢ : L — gl(V) la inclusion. Consideremos la
base {x, h,y} de L dada por x = E15, h = E1y — Eay, y = Ea1. Determinese la forma traza
B de ¢ asi como la base dual de la anterior respecto a (3. Calcilese el elemento de Casimir

de ¢.

Capitulo 6

Problema 60 Demuéstrese que bajo las hipdtesis habituales (L dlgebra de Lie semisimple
de dimension finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero), se tiene
k(tx,t,) = Yo k(ta ta)k(ta,t,) donde la suma estd extendida a las o € ®. Sugerencia:
encuéntrese la matriz de ad(t,) teniendo en cuenta la descomposicion de Cartan de L
respecto a su subdlgebra toral maximal H ).

Problema 61 Encuéntrese una subdlgebra toral mazimal H de L = sl(n, F') y realicese la
descomposicion de Cartan de L respecto a H. Sugerencia: hdgase primero para n = 3.
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Problema 62 Encontrar una subdlgebra toral maximal de L = so(3,1,C) (dlgebra de Lie
del grupo de Lorentz) que llamaremos H y de hacer la descomposicion de Cartan de L
respecto a H. Después se pide estudiar la simplicidad de L. Se recuerda al lector que el
dlgebra L es la formada por todas las matrices de la forma

0 r Yy a
—x 0 =z b
-y —z 0 c
a b ¢ 0

Problema 63 Sea g, el dlgebra de derivaciones del dlgebra de octoniones complejos (iso-
morfa al dlgebra de matrices de Zorn sobre los complejos). Demuéstrese que es semisimple,
calciilese una subdlgebra toral mazimal y hdgase la descomposicion de Cartan de g, respecto
a dicha subdlgebra toral. Demuéstrese que g, es simple y de dimension catorce.

Problema 64 En el espacio complejo V = C* se considera la forma bilineal alternada
f:VxV = C ta que f(z,y) = 2Fy" donde F es la matriz diagonal por bloqgues F =
diag(S, S) siendo S la matriz simpléctica dos por dos (S = e1a—e91). Sea L el dlgebra de Lie
formada por todas las T € gl(V') tales que f(T(x),y) + f(x,T(y)) = 0 para cualesquiera
x,y € V. Encuéntrese una forma matricial de L, una subdlgebra toral mazimal H, asi
como la descomposicion de Cartan de L respecto de H (justificando su existencia). ;Es L
simple?

Problema 65 Demostrar que so(4,C) es semisimple y encuéntrese una descomposicion
de Cartan para este dlgebra. ;Es simple?

Problema 66 Sea L un dlgebra de Lie semisimple y de dimension finita sobre un cuerpo
F algebraicamente cerrado de caracteristica cero. Supongamos que L = I ® J donde 0 #
I, J<L. Sabemos que entonces, tanto I como J son dlgebras semisimples. Existen entonces
subdlgebras torales mazimales Hy y Hy de I y J respectivamente. Supongamos dadas las
descomposiciones en espacios raices de I y J:

I =H;®(®aco, o), J=H;D(Dpea, Jp).

Demuéstrese que entonces H := H; & H; es una subdlgebra toral maximal de L y que la
descomposicion en espacios raices de L con relacion a H es

L=H¢a& ( DPaca,; ]a) S ( Dped, ‘]ﬁ>7

por lo tanto el sistema de raices de L respecto de H es ® = ®;UD;. Compruébese que
entonces o L (3 para cualesquiera o € @y, 5 € .

Problema 67 Sea L como en el problema anterior y H una subdlgebra toral maximal de
modo que la descomposicion en espacios raices de L respecto de H es L = H ® ( Baco La)-
Supongamos que hay una particion no trivial del sistema de raices ® de la forma ® = ®;Ud,
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donde cada raiz de ®y es ortogonal a todas las de ®;. Definamos H; = 3 cq, F'to para
1 =1,2. Compruébese que entonces

Li = H; ® ( Pacso,; La) (1)

(i =1,2) son dos ideales propios de L, tales que L = Ly & Ly. Compruébese que H; es una
subdlgebra toral maximal de L; induciendo la descomposicion en espacios raices dada por

(1).

Capitulo 7

Problema 68 Sea E' un subespacio del espacio euclideo E. Demuéstrese que si una refle-
xion o, deja E' invariante, entonces o bien o € E' o de lo contrario E' € P,.

Problema 69 Demuéstrese que la reflexion o, invierte el orden de la a-cadena que con-
tiene a (3. Sugerencia: se ha visto antes que la reflexion deja a la tal cadena invariante. Por
lo tanto permuta sus elementos. Demuéstrese que esa permutacion de elementos inuvierte
el orden,

Problema 70 Pruébese que dada una base {1, ..., } de un espacio euclideo E, la inter-
seccion de los semiespacios S; := {x € E : (x,7;) > 0} es no vacia. Sugerencia: considérese
el elemento v = > r;0; donde los r; son positivos y cada 6; es la proyeccion de y; en la recta
ortogonal al hiperplano generado por {1, ..., Yi—1,Yit1s- -V}

Problema 71 Determinar en cada uno de los sistemas de raices de rango dos una base.
¢ Cudl es la camara de Weyl fundamental en cada caso?

Problema 72 Dado el diagrama de Dynkin de la figura de abajo, determinese su matriz
de Cartan (el correspondiente sistema de raices se llama Fy).

Capitulo 8

Problema 73 Sea A un dlgebra de Banach asociativa con unidad 1 € A. tomemos una
sucesion convergente en A con limite a € A, es decir lim,_ . a, = a. Demuéstrese que
entonces G
lim (1+ —) = exp(a).

( n) p(a)

n—0o0

Problema 74 Supongamos dado un grupo uniparamétrico ¢ : (—e,€) — G, (e € R) en un
grupo de Lie lineal, tal que p(t) = exp(ta), para una cierta matriz a y todo t € (—¢,€).
Demuéstrese que para todo t € R, la matriz exp(ta) € G lo que permitiria extender ¢ a un
grupo uniparamétrico global R — G.

Problema 75 Demuestrese que la descomposicion en union disjunta O(n) = O(n) U
O™ (n) es de hecho la descomposicion del espacio topoldgico O(n) en sus dos componentes
conexas OF(n).
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Practicas con Mathematica

Para los dos primeros problemas de esta secciéon no es necesario el uso de Mathematica.
Sea F' un cuerpo de carécteristica distinta de dos y J una F-algebra que satisface las
identidades:

1. xy = yx, es decir se trata de un algebra conmutativa.

2. 2*(yr) = (2%y)w,

para cualesquiera z,y € J. Entonces diremos que J es un algebra de Jordan.

Problema 76 Demuéstrese que para toda dlgebra asociativa A sobre F', la nueva dlgebra
de producto xoy := xy+yx es un dlgebra de Jordan. Este dlgebra de Jordan se denotard por
Aty se llamara en lo sucesivo la simetrizada de A. Concliyase que cualquier subespacio
de A cerrado para el producto x oy es también un dlgebra de Jordan (por lo tanto una
subdlgebra de AT). Como caso particular de la situacion anterior, considérese en A una
involucion * : A — A (es decir, un antiautomorfismo involutivo). Demuéstrese que el
espacio H(A,x) :={x € A:x* =z} es una subdlgebra de A.

Problema 77 Sea Z = O, el dlgebra de las matrices de Zorn o de octoniones split sobre
un cuerpo F' de caracteristica distinta de dos. Denotemos por — : Qs — O su involucion
candnica dada en el enunciado del Problema 27. Consideremos el F-espacio M3(Qy) de
todas las matrices 3 x 3 sobre Q4. Consideremos la aplicacion x : M3(Q,) — M3(Qy) tal
que (a;;)* = (aj;). Consideremos entonces el F-espacio

H3(Qyg, %) := {z € M3(Qy) : z* = z}.

Demuéstrese que se trata de un dlgebra de Jordan para el producto x -y = xy + yx.
Compruébese que su dimension es 27.

Problema 78 Sea L = Der(H3(Qy,*)). Compruébese que L es un dlgebra de Lie de di-
mension 52 semisimple. Determinese una subdlgebra toral maximal H de L y hdgase la
descomposicion en espacios raices de L relativa a H. Calciulense las raices de L relativas
a H y compruébese que el diagrama de Dynkin de L es fy.

Recordemos que un algebra de composicion U sobre un cuerpo F' es un algebra no nece-
sariamente asociativa pero con unidad 1 € U, provista de una forma cuadratican : U — F
no degenerada y multiplicativa en el sentido de que n(xy) = n(z)n(y) para cualesquiera
x,y € U. En un algebra de este tipo, podemos definir la aplicacion traza como aquella
aplicacion lineal 7 : U — F dada por 7(z) := f(z,1) donde f : U x U — F es la forma
polar de n, es decir, f(z,y) :=n(z+y) —n(xz) —n(y), (z,y € U). En el Capitulo tercero
de estos apuntes, se tratan exhaustivamente estas algebras, obteniéndose una clasificacion
completa. Si el cuerpo base F' es de caracteristica distinta de dos, podemos descomponer el
algebra en una suma directa de subespacios U = F1® Uy, donde Uy := {z € U : 7(x) = 0}.
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En efecto para cada x € U, podemos escribir® = 7(x) + x — 7(x), siendo 7(z) € F, y
x — 7(x) € Uy. Por otra parte si A € F'N Uy, entonces A = 7(\) = 0.

La descomposicion anterior U = F'1 & U,, garantiza que cada elemento x € U se
descompone de la forma v = X\ + x9, A € F, g € Uy. Llamaremos parte escalar de x a
A (que coincide con 7(z)), y parte vectorial de x a xo. Por otra parte para cada par de
elementos z,y € Uy denotaremos al opuesto de la parte escalar de zy por —(z,y), y a su
parte vectorial, por x * y. Se tiene entonces que:

vy = —(z,y) +xxy, Va,y € U.

Finalmente anadamos que como consecuencia de la clasificacion de las dlgebras de compo-
sicion estudiada en el tercer capitulo, podemos afirmar que sobre un cuerpo F' algebraica-
mente cerrado y de caracteristica distinta de dos, las algebras de composicion son (salvo
isomorfismos):

F7 OS? H57OS’

donde C es isomorfa a ' X F' con operaciones por componentes e involuciéon de intercambio,
H; es isomorfa a My(F') con involucion

(a b) . ( d —b)
c d —c a )’
y Os es isomorfa al algebra de matrices de Zorn (véase el Problema 27).

Dada un algebra de composiciéon® U con involucién u + @. Podemos considerar el
dlgebra H3(U) formada por las matrices (a;;) € M3(U), tales que @;; = a;;. Esta, es un
algebra de Jordan para la multiplicacion x o y = xy + yx. Recordemos que un algebra de
Jordan sobre un cuerpo de caracteristica distinta de dos, es un algebra J, cuyo producto
(que podemos provisionalmente denotar por z o y), satisface las identidades:

roy=yox, x*o(yox)=(z’oy)omx, (2°:=z01).
Consideremos entonces un algebra de Jordan J = F', o bien, J = H3(U) donde U es como
en el parrafo anterior. Veniamos denotando al producto de J mediante o, pero vamos ahora
a cambiar de nuevo a la notaciéon habitual en cualquier algebra: la simple yuxtaposicion
de elementos de J denotara su producto. En el resto de este apéndice, vamos a exigir al
cuerpo base F, el ser algebraicamente cerrado y de caracteristica cero. En cada una de las
algebras J definidas arriba, podemos considerar la aplicacion T : J — F dada por

3
T(x) = dim(7) traza(Ry).

Entonces, se tiene una descomposiciéon en suma directa J = F'1® Jy donde Jy =0si J = F,
y en los otros casos Jy = {z € J : T'(x) = 0}. En efecto: si J # F, la aplicacion T aplicada

2Como es habitual, identificamos F1 con F.
3Seguimos suponiendo que la caracteristica del cuerpo base es distinta de dos.
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a escalares acttia de la forma T'(A1) = 3\, para cada A € F. Entonces, si A € F'1 N Jy, se
tiene 0 = T'(A1) = 3\ lo que implica A = 0. Por otra parte cada elemento x € J se puede

escribir de la forma ] ]
r = gT(iL‘) + (z — gT(iL‘)),

donde T'(z) € F y « — 3T(x) € Jo. En forma parecida a como hicimos en U, llamaremos
parte escalar de x al elemento T'(z) € F, y parte vectorial de x al sumando x — %T(x) Una
vez establecido este hecho, para cada pareja de elementos z,y € J, denotaremos por (x,y)
al triple de la parte escalar de xy; y por x * y a la parte vectorial del producto zy. Por lo
tanto podremos escribir

1
Ty = g(x,y)er*y, Vr,y € J.

Vamos ahora a describir un construccién muy peculiar, que nos proporcionara la defi-
nicion de todas las algebras de Lie excepcionales. Si U es cualquiera de las algebras alter-
nativas F, Cy, Hy, Og y J cualquiera de las algebras de Jordan F', H3(F), H3(Cy), Hs(Hy),
o H3(Os), podemos construir el F-espacio vectorial

L =Der(U) & Uy® Jy @ Der(J).

El espacio L se convierte en un élgebra de Lie con el producto |, | que actia conforma a
las siguientes clausulas:
[Der(U), Der(J)] := 0,
[a®x,D]:=D(a)®x, ac Uy, €y, DeDer(U),

a®z, Bl :=a® E(z), a €Uy, xeJy, EcDer(J),

1
[a®@z,b®y] = 5(2y)Dap + (0 x0) ® (v xy) = (a,b)[Ra, By,
Donde D, . := Rj;. — L. — 3[La, R.] para cualesquiera z,z € U. El hecho de que
D, € Der(U) se puede ver en [6, p.77], por otra parte [R,, R,] € Der(J) por [6, p. 92|.

Con las definiciones que hemos introducido podemos definir las algebras de Lie excep-
cionales. Para ello, tomaremos U como el algebra Oy de las matrices de Zorn, y dejaremos
que J varie en el conjunto de algebras de Jordan:

{Fa HS(F)v HB(Cs)a H3(Hs)v H3(Os)}

Asi, podemos escribir:

g2 ‘= ; para = Sy =
fi:= L, para = 0,, = H3(F)
e¢ := L, para Cy),

er:= L, para
eg := L, para

»

«
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Problema 79 Demuéstrese que el dlgebra f, definida arriba realmente tiene diagrama de
Dynkin fy.

Problema 80 Demuéstrese que el dlgebra bautizada como eg en el parrafo de arriba tiene
ciertamente como diagrama de Dynkin, el que hemos llamado eg.

Problema 81 Demuéstrese que el dlgebra e; del pdrrafo de arriba tiene ciertamente como
diagrama de Dynkin, a e;.

Problema 82 Demuéstrese que el dlgebra eg del parrafo de arriba tiene ciertamente como
diagrama de Dynkin, a eg.
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