Capitulo 1

Introduccion a los anillos de
division

Los anillo mas completos desde el punto de vista de sus operaciones son sin
duda los anillos de divisiéon ya que en ellos no sélo podemos sumar y multi-
plicar, sino dividir por elementos no nulos. Independientemente, el teorema de
Wedderburn-Artin sobre los anillos artinianos semisimples nos obliga a concen-
trar la atencién sobre este tipo de anillos. Un tanto de los mismo podria decirse
de los anillos primitivos para los cuales, su propiedad de tener para cada natural
n > 1 un subanillo epimérfico a un anillo M,,(A) (con A un anillo de divisién),
permite también reducir algunas cuestiones de anillos primitivos al caso de los
anillos de division. Asi por ejemplo la demostracion de que un anillo tal que
para cada conmutador d = [a, b] existe un natural n > 1 con d™ = d, es necesa-
riamente conmutativo, se reduce facilmente al caso de los anillos primitivos (via
cociente por el radical y usando los productos subdirectos de anillos primitivos).
A partir de aqui la reduccion al caso de anillos de divisién es también cosa de
coser y cantar.

A grandes rasgos los anillos de divisién se dividen en dos grandes clases segun
que la dimensién del anillo sobre su centro sea de dimensién finita o no. La Teoria
de Los anillos de divisién centralmente finitos (es decir los que tiene (D, Z(D))
finita) estd muy bien desarrollada y merece un capitulo especial para su estudio.
Sin embargo en esta introduccién nos vamos a ocupar de ciertos resultados
generales sobre anillos de divisién no necesariamente finito-dimensionales sobre
su centro.

1.1. Teorema de Wedderburn

Entre los resultados sobre anillos de divisiéon que vamos a estudiar, destaca en
primer lugar el Teorema de Wedderburn (también llamado el ’pequeno’ teorema
de Wedderburn). La demostracién que vamos a dar esta basada en la ecuacién
de clases de teoria de grupos asi como en las propiedades de los polinomios
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ciclotémicos.

Para los cuerpos finitos es conocido el resultado segun el cual los subgru-
pos del grupo de elementos inversibles de un tal cuerpo, son ciclicos. Vamos a
extender este resultado en el siguiente

Corolario 1 Sea D un anillo de divison de caracteristica prima y G un sub-
grupo finito de D*. Entonces G es ciclico.

Dem. Sea F' = Z,, el cuerpo primo de D y consideremos el conjunto

K:{Zaigi:ai EF,gi GG}

K3

Evidentemente K es un subanillo finito de D por tanto un dominio finito lo
que implica que es un subanillo de divisién y aplicando el Teorema de Wedder-
burn un cuerpo finito. Como G es un subgrupo de K*, aplicando el resultado
correspondiente para cuerpos finitos, resulta que G es ciclico.ll

La hipétesis de caracteristica prima del 1iltimo corolario es irrenunciable. Por
ejemplo si consideramos el anillo de los cuaterniones reales de divisiéon H, po-
demos considerar el grupo cuaterniénico G = {£1, i, -5, £k} que es subgrupo
de H* pero no es ciclico. Otro grupo finito més grande ain contenido en H es
el llamado grupo binario tetraedrico:

{£1, +i, £, £k, (£1 £ i £ j + k)/2}

que es de orden 24. Uno podria plantearse de forma natural acerca de cudles
son los grupos finitos que aparecen como subgrupos de D* para algin anillo de
division D de caracteristica cero. La respuesta completa a esta cuestién fué dada
por Amitsur en 1955.

1.2. Teorema de Jacobson-Herstein

Para empezar demostraremos una serie de resultados que necesitaremos mas
tarde.

Proposiciéon 1 Sea D un anillo de division. Si un elementoy € D conmuta con
todos los conmutadores aditivos (elementos [a,b] := ab—ba), entoncesy € Z(D).

Dem. Supongamos y ¢ Z(D), entonces existe € D tal que xy # yz. Pero dada
la igualdad [z, zy] = z(zy) — (vy)x = x|z, y| se tiene = = [z, zy|[z,y] ! lo que
implica que y conmuta con z en contradiccién con la suposicién inicial.ll

Corolario 2 Si todos los conmutadores aditivos son centrales en un anillo de
division D, entonces D es un cuerpo.

Corolario 3 Sea D un anillo de division no conmutativo. Entonces D estd ge-
nerado por todos los conmutadores aditivos junto con los elementos de Z(D).
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Dem. Hablando en otros términos, lo que este corolario asegura es que el menor
subanillo de divisién de D que contiene a Z(D) y a todos los conmutadores
aditivos, es el propio D. Para demostrarlo sea D’ el subanillo de divisién de D
generado por Z(D) junto con los conmutadores aditivos. Tomemos = ¢ Z(D),
entonces xy # yx para algin y € D. El anillo D’ contiene a [z, zy] = z[x,y],
por tanto contiene a [x, zy][x,y] ! = x. En consecuencia D' = D.1

Lema 1 (Lema de Herstein). Sea D un anillo de division de caracteristica pri-
ma p. Sea a € D* un elemento no central y de torsion. Entonces existe y € D*
tal que yay~! = a’ # a para algin i > 0. Mds ain, y puede elegirse siendo un
conmutador aditivo.

Dem. Denotemos por F,, el cuerpo primo de D. Adjuntado a al cuerpo primo
obtenemos un cuerpo finito K := F,(a) C D. Si suponemos que |K| = p"
entonces a?" = a. Consideremos la derivacién d, : D — D definida por 6, (z) =
[a, x] = ax — za para cada x. Esta derivacién es no nula al ser a un elemento no
central. Ademds d,(K) = 0 lo que implica que J, es una aplicacién K-lineal de
kD en g D. La parte mas importante de esta demostracion consiste en constatar
que §, tiene un vector propio en g D.

Sea E = Endk(xD) el anillo de endomorfismos del K-espacio vectorial
xD. Entonces para cada f € E se tiene pf = 0. Definamos los operadores
de multiplicacién a izquiera y derecha L,,R, :x D —k D por L,(x) = ax,
R,(x) = xa para cada z. Estos operadores conmutan evidentemente. Ademads
0o = Lo — R, y en consecuencia

n

6" = (Lo —Ry)P =LY —RF" =L,— R, =10,

n
al ser los nimeros combinatorios <I?7 > multiplos de p para j =1,...,p" — 1.

Por tanto tenemos 55n = d,. Por otra parte, sobre el cuerpo K de p™ elementos
se tiene que el polinomio t*" —t € K[t] se factoriza de la forma

" —t=J]t-0b)

beK

y por tanto en el anillo F tendremos

0=0" =60 =[] (6a =)

beK*

y como §, # 0, esto implica que algunos de los factores §, —b no es un monomor-
fismo (para b € K*). En consecuencia (0, —b)(z) = 0 para algin x # 0 y hemos
demostrado que z es un vector propio de §, con autovalor b € K*. Entonces
bx = 6,(z) = az —xay por tanto za = (a—b)x o bien zaz~' = a—b € K —{a}.
Ahora bien el grupo de elementos inversibles de un cuerpo finito es ciclico luego
K* lo es. Asf los elementos ¢ y xaz™! que tienen el mismo orden en el grupo
K* general el mismo subgrupo ciclico. (en un grupo ciclico existe un tinico sub-
grupo ciclico de un orden dado). Podemos concluir entonces que los subgrupos
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generados por a y por raz ! son el mismo y por tanto zax~! = a’ # a para
algtin i. No puede ocurrir ¢ = 0 ya que en esta caso zaz ' = 1 lo que implicaria
a =1 en contra de que a no es central. Si ahora sustituimos x por el conmutador
aditivo y = d,(z) = [a, x] # 0, entonces

ya = (ax — za)a = aa’z — a'za = a'y

y por tanto yay ! =a’ # a. R

Vamos ahora a atar un cabo suelto de habiamos dejado en el capitulo de-
dicado a los anillos primitivos. Tal es el Teorema de Jacobson-Herstein en su
version para anillos de division. Aunque tal teoerema es vélido para anillos en
general, la demostracion que se hizo en su momento descansaba sobre el hecho
de que dicho teorema se satisface para los anillos de divisién. Este es el momento
de demostrarlo:

Teorema 1 Sea D un anillo de division tal que para cualesquiera a,b € D
existe un entero n > 1 tal que [a,b]™ = [a,b]. Entonces D es conmutativo.

Dem. Por hipdtesis cada conmutador aditivo no nulo tiene orden finito en D*.
Supongamos que D no es conmutativo, entonces algin conmutador aditivo a =
[b,V] ¢ F (véase el Corolario 2). Sea ¢ € F* cualquiera, entonces ca = cbb’ —
cb'b = bl — b'chb = [cb, V] es también un conmutador aditivo no nulo. Como a
y ca tienen ambos orden finito, existe un entero k£ > 0 tal que

1 =a" = (ca)k = cFa",

por tanto c¥ = 1. Esto implica que la caracteristica de F' (que conincide con la de
D) es distinta de cero (si F fuera de caracteristica cero su cuerpo primo serfa Q
donde c¢* = 1 no ocurre para todo elemento no nulo). El elemento a que hemos
considerado antes es no central y de torsién. Aplicando el Lema de Herstein
sabemos la existencia de un conmutador aditivo y € D* tal que yay~! = a’ # a
para algun ¢ > 0. Las hipotesis de este teorema implican entonces que ¥y es de
torsién. Ademés El producto (a)(y) es un subgrupo finito de D*. En virtud del
Corolario 1, este subgrupo es conmutativo lo que implicaria a = yay ! = a* # a,
una contradiccion. l

1.3. Algebras de divisién

Para motivar la definicién de algebra sobre un cuerpo consideremos un anillo
de divisién D y sea F' su centro. Entonces D es un F-espacio vectorial y ademas
para cualesquiera elementos A € F, z,y € D se tiene (Ax)y = z(\y) = Azy.
Haciendo abstraccién de este hecho podemos dar la siguiente definicion:

Definicién 1 Sea F' un cuerpo y R un anillo que tiene estructura de F-espacio
vectorial de modo que para cualesquiera z,y € R, A\ € F se tiene (A\x)y =
xz(Ay) = Azy. Entonces diremos que R es una F-dlgebra. Un ideal I (a derecha,
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izquierda o bildtero) de la F-dlgebra R es por definicién un ideal del anillo
subyacente a R, que es a su vez subespacio del espacio vectorial R. En forma
andloga se definen las subalgebras de R.

Hay numerosos ejemplos de algebras. Por ejemplo si F' es un cuerpo el anillo

de las matrices cuadradas con coeficientes en F' es una F-dlgebra con las ope-
raciones obvias. En forma mds general, si R es una F-algebra, entonces M,,(R)
es una F-dlgebra con las operaciones usuales.
Una de las ventajas de trabajar con algebras es la posibilidad de aplicar alge-
bra lineal a nuestros razonamientos. En lo sucesivo vamos a tratar de describir
ciertos tipos de algebras de division sobre diferentes cuerpos. Dejaremos sin em-
bargo claro, que este problema es en general dificil, y sélo en unos pocos casos
estan descritas las algebras de divisiéon sobre cuerpos determinados.

Definiciéon 2 Una F-algebra R diremos que es algebraica sobre F' si cada ele-
mento de R es algebraico sobre F', es decir, satisface un polinomio ménico con
coeficientes en F'. Diremos que una F-algebra D es de division si el anillo sub-
yacente es un anillo de divisién.

Evidentemente cada F-dlgebra de dimensién finita es algebraica pero el resulta-
do reciproco no es cierto en general. Vamos a empezar describiendo las dlgebras
de divisién algebraicas sobre cuerpos finitos.

Teorema 2 Sea F' un cuerpo finito y D una F-dlgebra de division algebraica

(sobre F'). Entonces D es conmutativa (y por tanto es un cuerpo finito extension
de F).

Dem. Sea p la caracteristica de F'y para cada d € D consideremos la subédlgebra
F[d] de D generada por d. Esta no es mas que el conjunto de polinomios en d
con coeficientes en F'. Por tanto es un dominio finito y en consecuencia un
cuerpo. Asf si |F[d]| = p™ se tiene dP" = d. Se satisfacen entonces la hipétesis
del Teorema 1 lo que nos permite concluir que D es conmutativa.ll

Teorema 3 (Teorema de Frobenius). Sea D un dlgebra de divisidn algebraica
sobre R, entonces D es isomorfa a R, C o H.

Dem. Si dimg(D) = 1 se tiene un isomorfismo D = R y no hay nada méds que
demostrar. Supongamos entonces dimg (D) > 2 y tomemos o € D —R. Entonces
la subélgebra de D generada por « (denotada R[a]) es una extension algebraica
propia de R luego es isomorfa a C. Supondremos entonces en lo sucesivo a C
sumergido en D y consideremos a D como C-espacio vectorial por la izquierda.
Definamos ahora los siguientes subespacios

Dt :={de D:di=id}, D™ :={de D :di=—id}.

Se tiene entonces DT N D~ = 0 y para cada d € D el elemento di +id € DT ya
que i(di + id) = idi — d = (id + di)i. Ademds di — id € D~ ya que (di — id)i =
—d —idi = i(id — di) = —i(di — id). Como

1, . 1 ...
d= Z(dz%—zd) + Z(dz —id)
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queda demostrado que D = Dt & D,

Tomemos ahora un elemento d* € D™, entonces la subdlgebra de D generada
por dt (denotada C[d"]) es una extensién algebraica finita de C. Por tanto
coincide con C. Esto demuestra que D* = C. Si D~ = 0 entonces D = C.
En caso contrario podemos fijar un elemento no nulo z € D~. La aplicacién
p: D™ — D% tal que 2z — 2z es inyectiva lo que demuestra que dimg(D ™) = 1.
En consecuencia dimg (D) = 2dim¢(D) = 4.

Como el elemento z satisface un polinomio ménico de segundo grado con coe-
ficientes reales, podemos escribir 22 € R & Rz. Ademés 22 = u(z) € DT = C.
Asi 22 € CN (R + Rz) = R lo que implica que 22 € R. Si 22 > 0 podemos

escribir 22 = 72 para un r € R y entonces z = +r € R una contradiccién. Ne-
cesariamente entonces z2 < 0 lo que nos lleva a escribir 22 = —r2 para r € R*.
Podemos ahora definir j := z/r y tenemos j2 = 22/r? = —1. Como z € D~ se

tiene 15 = —ji y definiendo k := ij tenemos D~ = Rj + Rk de donde
D=D"®D =R®Ri®Rj &Rk

asi es que D es isomorfa al dlgebra de cuaterniones reales de division H.

1.4. El teorema de Cartan-Brauer-Hua.
Para establecer este teorema necesitaremos la siguiente indentidad:
a(a™ca—bteb) =c—b"teb#£0

que es valida para dos elementos a, ¢ que no conmutan en un anillo de divisién
D, y para b := 1 — a. Para demostrarla hagamos

ala tca —bteb) =ca—ab teb=c(b+1) — (b+1)b tcb=

=cb+c—cb—bleb=c—bleb#0.

Gracias a esta férmula estamos en condiciones de demostrar el

Teorema 4 (Teorema de Cartan-Brauer-Hua). Sean K y D anillos de division
tales que K es subanillo de D. Supongamos que el grupo K* es normal en D*.
Entonces K C Z(D).

Dem. Seaa € D—K y ¢ € K. Veamos que conmutan. Si no lo hicieran, la férmula
que acabamos de demostrar arriba implica que a € K* al ser ¢,a 'ca,b~'ch €
K*. Asi pues ¢ conmuta con todo elemento de D — K. Veamos ahora que también
conmuta con los elementos de K. Tomemos ¢’ € K* cualquiera. Fijemos a €
D — K como antes. Entonces ac’ € D — K y por tanto ¢ conmuta con ac’. Como
¢ conmuta también con a, tendrd que conmutar con e tac’ = ¢/. Por tanto ¢
conmuta con los elementos de K también y concluimos que ¢ € Z(D). &



Capitulo 2

Teoria de Goldie

En este capitulo haremos un estudio de los anillos que satisfacen ciertas
condiciones de cadena ascendente. Nos centraremos en el caso no conmutativo
donde los resultados clave se deben a Goldie. En este capitulo, los anillos se
supondran unitarios a menos que se especifique.

Definicién 3 Un elemento a de un anillo R se dice regular si no es divisor de
cero por la derecha ni por la izquierda. El conjunto de elementos regulares de R
se denotard Reg(R). Un anillo Q(R) D R se dice que es un anillo de cocientes
por la izquierda de R si:

1. Cada a € R regular es inversible en Q(R).

2. Para todo x € Q(R) existen a,b € R (con a regular en R) tales que
x=a"'b,

Seguiremos a continuaciéon con un teorema debido a Ore donde se da una
condicién necesaria y suficiente para la existencia de un anillo de cocientes por
la izquierda:

Teorema 5 Una condicion necesaria y suficiente para que un anillo R tenga
un anillo de cocientes por la izquierda es que para todos a € R, b € Reg(R), se

tenga Reg(R)a N Rb # (.1

Dem. Si Q(R) existe ab~' € Q(R) luego ab~' = by *a; con b; € Reg(R). En-
tonces a = bl_lalb luego bia = a1b € Reg(R)a N Rb. Hemos demostrado una
de las implicaciones. Antes de abordar el reciproco, pensemos en el hecho de
que dos elementos del anillo de fracciones sean iguales. Es decir si b~'a = d ¢
con a,b,c,d € R, b,d € Reg(R), entonces a = bd~'c y como bd~! € Q(R)
se tendrd bd—! = dl_lbl para ciertos elementos by,d; € R con d; € Reg(R).
En consecuencia a = dl_lblc y por tanto dia = bic. Ademéas dib = bid. En
definitiva:

b la=d 'ce (3b,d; € Reg(R) : dia = byc,dib = byd).

IEsta, es conocida como la condicion de Ore.

7
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Demostremos ahora la otra implicacién supongamos que R satisface la con-
dicién Reg(R)a N Rb # () (para b regular). Para construir un anillo de cocientes
Q(R) partiremos del conjunto

M :={(a,b) e Rx R:bec Reg(R)}
donde definiremos una relacién de equivalencia
(a, b) = (C7 d) == (E' bl, di € R:dya=0bic,dib="bid € Reg(R))

Vamos a demostrar que se trata de una relaciéon de equivalencia. Las propiedades
reflexiva y simétrica de = son triviales. Para demostrar la transitividad sean
(a,s) = (¢, t) = (e, u). Entonces existen elementos a, 3, d,v de R tales que aa =
Be, as = Bt € Reg(R), dc = ve, 5t = yu € Reg(R). Como Reg(R)dt N RBt # ()
podemos escribir r3t = sdt para ciertos elementos r € R, s € Reg(R). Como
t € Reg(R) se deduce que r = sd. Por lo tanto

(ra)a =rpfec = soc = (sy)e
(ra)s = rft = sdt = (sy)u € Reg(R).

En consecuencia (a,s) = (e,u). Denotaremos por Q(R) al conjunto cociente
R x Reg(R)/ =. la clase de equivalencia de un par (z,s) € R x Reg(R) vamos
a denotarla mediante s~'x y la llamaremos fraccion (con denominadores por la
izquierda). Definamos una operacién de suma en Q(R). Para ello veremos que
cada par de fracciones s~ 'z, ¢t~y se pueden reducir a comin denominador. La
condicién de Ore Reg(R)s N Rt # () implica la posibilidad de escribir s15 = rt
para ciertos elementos r € R, s1 € Reg(R). Entonces se tiene (z, s) = (s1z, $15),
(y,t) = (ry,rt) de donde las fracciones dadas se pueden reducir al comin deno-
minador rt = s15. Aprovechando esta circunstancia definimos la suma

sl 4 sy =5z +y)

en Q(R). Esta definicién plantea el problema de la independencia respecto a
los representantes de clase elegidos. Vamos a resolverlo. Supongamos (z,s) =
(2',8"), (y,8) = (v, ¢'). Debemos demostrar que (x +y,s) = (¢/ + ¢/, s’). Para
ello tengamos en cuenta que Ja, o’ : ax = o’z’, as = o’s’ € Reg(R). Ademads
existen [, 3’ tales que By = f'y’, Bs = #’'s’ € Reg(R). A partir de la condicién
de Ore Reg(R)as N RfBs # () se tiene que s € Reg(R), Ir € R tales que

sias =rfs (2.1)

implicando s1a@ = r(3. Ademés a partir de la ecuacién 2.1 se deduce s1a’s’ =
r3's’ lo que permite concluir también que s;a’ = r3’. Entonces

sia(z +y) = s1ax + sjay = s10’7’ + 1By = s10’2’ +rp'y = s1d/ (2 +y)

siendo ademds syas = rf3s = r(3’'s’ = s1a’s’ € Reg(R) lo que demuestra que (z+
y,8) = (2’4, s'). Asi la definicién de suma en Q(R) es correcta. Evidentemente
todos los elementos (0, s) estan en la misma clase de equivalencia, siendo este por



tanto el elemento neutro para la suma de Q(R). Se comprueban sin dificultad
el resto de las propiedades de (Q(R),+) que de hecho dotan a esta pareja de
estructura de grupo abeliano.

Vamos ahora de definir una multiplicacién en Q(R) de manera que Q(R)
se convierta en un anillo que cumpla los requisitos de un anillo de cocientes.
Definimos entonces la multiplicacién de la clase de equivalencia de (z, s) por la
de (y,t) como la clase de (x1y,s1s) donde x1,51 € R, s1 € Reg(R) y s1ox =
z1t. Veamos en primer lugar que la definicion no depende de los elementos
intermedios s; y x1 elegidos. Supongamos pues que z3, s2 € R con sg regular y
s9x = xot. Entonces debemos probar que (x1y, $15) = (z2y, s25). La condicién
de Ore Reg(R)s18 N Rsas # () implica que podamos escribir sgs18 = rsas para
so € Reg(R). Entonces sgs; = rsy. Por otra parte

Sox1t = SpS1T = TSox = TX2t

de donde sgz; = rzo. Entonces spz1y = a2y que junto con sgs1s = rsas
(demostrada antes) implica (z1y,s18) = (z2y, s28). Independicemos ahora la
definicién del producto del representante elegido en el primer factor. Es decir, sea
que s~ tx.t7ly = (s15) " ta1y donde syz = x1t. Supongamos que stz = 5’71’
y que s'~la'.t7ly = (s)s')"laly donde si2’ = x)t. Debemos demostrar que
(z1y,518) = (2)y,s)s’). A partir de la relacién (x,s) = (2/,s’) tenemos la
existencia de «, o’ tales que
ar =o'/, as = a's’ € Reg(R).

En primer lugar la condiciéon de Ore Reg(R)a N Rs; # 0 nos hace escribir
Ba = rs; (donde [ es regular). Se tiene entonces

Bz’ = Bax = rs1x = rait.

La condicién de Ore Reg(R)Ba’ N Rs) # () nos permite deducir que seBa’ = ris]
para algin s, regular. Por tanto

rixit = risia’ = so8a’s’ = sarat
y dada la regularidad de ¢ tenemos
A

r1Ty = S2Trxy.
En consecuencia (sor)z1y = rizty lo que nos lleva por el buen camino para

1
demostrar (x1y, s15) = (z}y, s} s"). Nos quedaria ver que (sar)s1s = 18} s’ pero
esto es asf de facil:

(sar)s18 = safas = safa’s’ = ris)s’.

Con semejante tipos de razonamientos se demuestra que la definicién del pro-
ducto no depende del representante elegido en el segundo factor. Ahora podemos
proponer al lector como ejercicio el comprobar:
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1. Que todas las parejas (s,s) (con s regular) estdn relacionadas y que de
hecho la clase de equivalencia de ellas es el elemento neutro para la mul-
tiplicacién definida en Q(R).

2. Que para cada elemento regular s € Reg(R), los elementos 171s (es decir,
las clases de equivalencia de (s, 1) son inversibles en Q(R) con inverso s~'1
(es decir la clase de (1,s)).

3. Elresto de las propiedades del producto, asi como del producto en relacién
con la suma, que hacen de (Q(R),+,-) un anillo.

Por ultimo resaltemos el hecho de que la aplicacién j : R — Q(R) tal que
j(z) = 172 es un monomorfismo de anillos. Ademés el lector puede comprobar
que para cualquier homomorfismo de anillos f : R — X tal que f transforme
los elementos regulares de R en elementos inversibles del anillo X, existe un
unico homomorfismo de anillos g : Q(R) — X tal que goj = f. Esta propiedad
universal del anillo de cocientes permite asimismo demostrar la tinicidad salvo
isomorfismos de esta construccién.



