Teorema de Wedderburn-Artin.

Escuela Precimpa 2014. Coclé. Panama.

Dolores Martin Barquero






CHAPTER 1

Teorema de Wedderburn-Artin

1. Anillos

Un anillo es una estructura algebraica formada por un conjunto, R, y dos
operaciones, (R, +,-), de forma que (R, +) es un grupo conmutativo con
elemento neutro que denotaremos por 0, y la segunda operacién es asocia-
tiva (R, -) es un semigrupo) y distributiva con respecto a la primera. Si la
segunda operacion es conmutativa, se dice que el anillo es conmutativo y si
el anillo posee elemento neutro para esta operacion se dice que es un anillo
con unidad o anillo unitario. Histéricamente, el conjunto Z de los enteros
con sus dos operaciones sirvio de base para la formulacion del concepto de
anillo, en este caso se trata de un anillo conmutativo unitario. Un suban-
illo S de un anillo R es un subconjunto S C R que verifica que es cerrado
para las dos operaciones de R. Si el anillo es unitario se exigird ademas
que 1 € S. A veces, por comodidad, suprimiremos la segunda operacion
() por la simple concatenacion. A lo largo de este tema, entenderemos
por anillo a un anillo con unidad 1, no necesariamente conmutativo. Para
anillos conmutativos es importante considerar los ideales del anillo. Para el
caso no conmutativo tenemos que diferenciar entre ideales por la izquierda
e ideales por la derecha. Cuando hablemos simplemente de ideal de R esto
significard que se trata de un ideal bilatero, es decir, un ideal por la izquierda
y por la derecha.

Un subconjunto / de un anillo R se dice que es un ideal por la izquierda
de Rsi (I,4) esun subgrupo de (R, +) y dados cualesquierar € Ry z € [
se tiene que r - x € I. De forma andloga se define el concepto de ideal por
la derecha. Un ideal no tiene por qué ser necesariamente un subanillo, por
ejemplo, en (Z, +, -), el conjunto 27 es un ideal pero no es un subanillo.

Dados dos anillos Ry S, diremos que una aplicaciéon f: R — S es un
homomorfismo de anillos si se cumplen las siguientes condiciones:

D): f(a+0b) = f(a) + f(b), para cualesquiera a y b en R.

ii): f(a-b) = f(a)- f(b), para cualesquiera a y b en R.
Si Ry S son anillos unitarios, con unidades 1z y 1g respectivamente, en-
tonces la aplicacion f se dird que es un homomorfismo de anillos unitarios
si es un homomorfismo de anillos y ademds se verifica

iii): f(lR) = 15.
Asi, Im(f) es un subanillo de S'y Ker(f) es un ideal de R.

Un elemento a de un anillo R se dice inversible por la derecha si existe
un elemento b € R tal que a - b = 1. A este elemento b se le llama inverso
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por la derecha del elemento a. De forma similar se definen los elementos
inversibles por la izquierda y los inversos por la izquierda. Si a tiene inverso
por la derecha b e inverso por la izquierda b’, entonces

b = b(ab) = (Va)b =b.

En este caso, decimos que a es inversible (o una unidad) en Ry b = 0/
es el inverso de a. El conjunto formado por los elementos inversibles de
un anillo unitario (R, +,-), es un grupo con respecto de la multiplicacién
del anillo que recibe el nombre de grupo de unidades de R y es denotado
por U(R), o a veces por R*. Si a € R tiene un inverso por la derecha b,
entonces a € U(R) siy solo si ba = 1. Veamos un ejemplo de un anillo
que posee elementos inversibles por la derecha pero no por la izquierda, y
el conocido caso en que todos los elementos inversibles por un lado lo son
también por el otro.

EJEMPLOS 1. Consideremos el espacio vectorial sobre el cuerpo K,
®ien+ Ke;, donde B = {e;: i € N*} es una base infinito numerable. Sea
R = Endg (V) la K-dlgebra de los endomorfismos sobre el K -espacio vec-
torial V. Si a y b son los elementos de R definidos sobre la base en la
foma:

b(e;) = e;11, paratodoi > 1,y
a(er) =0, a(e;) = e;—1 paratodo i > 2,
entonces ab = 1 # ba.
Por otra parte, es sabido que si V' es un espacio vectorial de dimensiéon

finita sobre un cuerpo K entonces en Endg (V') todo elemento inversible
por un lado lo es por el otro.

Dado un ideal I de R podemos considerar el anillo cociente R := R/I
y tenemos el homomorfismo sobreyectivo natural, 7: R — R con 7(a) =
a=a+1€R.

El niicleo de este homomorfismo es el ideal I y el anillo cociente R
tiene la propiedad universal de que para cualquier homomorfismo de anillos
¢: R — R' con p(I) = 0, existe un unico homomorfismo 6 tal que el
siguiente diagrama conmuta:

R—ﬂ>ﬁ

o
j s 0

R/

DEFINICION 1. Un anillo no nulo R se dird simple si los tinicos ideales
del mismo son (0) y R.

Un anillo no nulo R es simple si y solo si, para todo 0 # a € R,
existe una expresion »_ b;ac; = 1 para adecuados b;, ¢; € R. Usando este
resultado es facil comprobar que si R es conmutativo, entonces I es simple
siy solo si R es un cuerpo.
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DEFINICION 2. Un elemento no nulo a € R se dice que es un divisor
de cero por la izquierda si existe un elemento no nulo b € R tal que ab = 0.

Los divisores de cero por la derecha se definen de forma anéloga. Para
anillos conmutativos se hablard simplemente de divisores de cero. Si R es
un anillo no conmutativo, un divisor de cero por la izquierda no necesaria-
mente es un divisor de cero por la derecha.

EJEMPLOS 2. Consideremos R el anillo (% ZZ ) es decir, el anillo de

matrices 2 X 2 formado por las matrices de la forma <g g) ,conx,z €7
ey € Zs con la sumay el producto habituales. B
Consideremos los elementos ¢ = <(2) (1)> yb= (8 é), esta claro

que ab = 0 € R, por lo tanto a es un divisor de cero por la izquierda. Sin
embargo, a no es un divisor de cero por la derecha ya que

-G 96 Y-C 0

Asitenemos z = z = 0 e y = 0 € Z,. Observemos que b* = 0, luego b es
un divisor de cero por la izquierda y por la derecha.

DEFINICION 3. Un anillo R se dice un dominio si R # 0y a,b € R
con ab = 0, entonces a =00 b = 0.

En un dominio R no hay divisores de cero por la izquierda o por la
derecha. M4s adelante estudiamos brevemente el anillo de los cuaterniones
de Hamilton que nos proporciona un ejemplo de dominio no conmutativo.
Un anillo R se dice reducido si no tiene elementos nilpotentes no nulos, o,
equivalentemente, si a?> = 0 implica a = 0. La suma directa de cualquier
familia de dominios es un anillo reducido.

Dado un anillo 1 definiremos el anillo opuesto de 12, denotado por R,
como el anillo que consta de los mismos elementos de R con la multipli-
cacion -°? definida en la forma:

a - b=b-a, para cualesquiera a,b € R.
2. Condiciones de cadena

Recordemos algunas definiciones.

DEFINICION 4. Una familia {A;: i € I} de subconjuntos de un con-
junto A, se dice que satisface la condicion de cadena ascendente (ACC) si
no existe en la familia una cadena infinita estrictamente ascendente

Ail -,C«- AiQ g T
Esta definicion puede formularse de dos formas equivalentes:
: 1) Para cualquier cadena ascendente en la familia A“ C A, C-

existe un natural n talque A, = A, ., =A; ., =

In+1 In+2
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: 11) Toda subfamilia no vacia de una familia dada tiene elemento
maximal respecto de la inclusion.

La definicién de cadena descendente (DCC) para una familia de subconjun-
tos de A se define de forma andloga y tiene sus definiciones equivalentes
andlogas a1) y ii).

DEFINICION 5. Sea R un anilloy M cualquier R-mddulo por la izquierda
o por la derecha. Diremos que M es noetheriano (respectivamente artini-
ano) si la familia de todos los submodulos de M satisface la condicion de
cadena ascendente ACC (respectivamente DCC).

De forma maés breve diremos que M satisface ACC (respectivamente
DCC) sobre submddulos.

OBSERVACION 1. Es sabido que:

(1) M es noetheriano si y sélo si todo submédulo de M es finitamente
generado.

(2) M es noetheriano y artiniano si y sélo si M tiene una serie de
composicion finita,

(3) Sea N un submoédulo de M. Entonces M es noetheriano (res-
pectivamente artiniano) si y s6lo si N y M /N son noetherianos
(respectivamente artinianos). En particular, la suma directa de dos
modulos noetherianos (respectivamente artinianos) es noetheriana
(respectivamente artiniana).

Un anillo R se dird noetheriano por la izquierda (respectivamente por
la derecha) si R es noetheriano visto como R-moddulo por la izquierda (re-
spectivamente por la derecha). Si R es noetheriano por la izquierda y por
la derecha diremos simplemente que es noetheriano. Podemos consultar
ejemplos en los que se puede observar que el cardcter noetheriano por la
izquierda y por la derecha son independientes (vease [S], pag. 19). Asi,
la condicidn de que un anillo sea noetheriano es mucho mas fuerte que ser
noetheriano por un lado.

3. Modulos simples y semisimples. Anillos semisimples

Comenzaremos por estudiar los anillos semisimples que seran objeto de
nuestro teorema de estructura.

DEFINICION 6. Sea R un anillo, y M un R-mdédulo por la izquierda.

(1) Diremos que M es un R-mddulo simple o irreducible si M # 0y
no tiene mds R-submddulos que (0) y M.

(2) Diremos que M es un R-mddulo semisimple o completamente re-
ducible si cada R-submodulo de M es un sumando directo de M.

Obsérvese que el mddulo cero es semisimple pero no simple. Evidente-
mente Si p M es simple entonces también es semisimple.

LEMA 1. Sea M un R-modulo por la izquierda. Son equivalentes:
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(1) M es semisimple.
(2) Todo submodulo de M es semisimple.

DEMOSTRACION . Evidentemente (2) = (1). Veamos la otra impli-
cacion. Sea N un submdédulo de M veamos que es semisimple. Considere-
mos un submédulo 7" de N, por ser M semisimple tenemos M = N ® N’y
M =TT, veamos que N = T'®(T'NN). Es claroque T®(T'NN) C N.
Por otra parte, sin € N C M, entoncesn =t+t cont € Tyt € T".
Comot' =n—te€ Ntenemost € "N N,luego N CT & (T"NN). O

LEMA 2. Todo cociente de un R-mdédulo semisimple es semisimple.

DEMOSTRACION . Sea M un R-médulo semisimple y N un submédulo
de M. Veamos que M /N es semisimple. Sea H/N un submédulo de M /N,
luego N € H C M. Por ser M semisimple tenemos M = H @& H'.
Veamos M /N = H/N & (H' + N)/N. Como m = h + h’, entonces
m+ N =h+N+h+ N, luego M/N = H/N + (H' + N)/N. Si
x+Ne (H/N)N((H'+ N)/N), entonces z € HN (H'+ N), por tanto,
x=h+nconh' € Hyn € N. Tenemosz —n € HN H' = (0), asi
r=nyxr+ N=N.[

LEMA 3. Todo R-modulo por la izquierda semisimple no nulo M con-
tiene un submodulo simple.

DEMOSTRACION . Sea m un elemento no nulo fijo de M. Es suficiente
considerar el caso M = R - m ya que si este R-mddulo (semisimple ya que
M 1o es) tiene un submodulo simple, entonces nuestro M inicial también
lo tendrd. Consideremos la familia 7 = {N < M/m ¢ N}. Como
m # 0 se tiene m & {0} luego F # () ya que {0} € F. Consideramos
el conjunto ordenado (F,C). Toda cadena { N, }.ca tiene una mayorante
Ny = UsN, que es un submodulo gracias a que son cadena. Usando el
Lema de Zorn, existe un submédulo N de M maximal con respecto a la
propiedad de que m ¢ N. Tomemos el R-médulo N’, necesariamente no
nulo, talque M = N @& N'. Si0 # N” < N',entonces N C N d N"y
m € N & N” yaque N es maximal, luego M = N @& N”y como N C N’
tenemos N/ = N”. Asi N’ es simple. [

El lema anterior nos va a permitir dar otras caracterizaciones de los
modulos semisimples. A menudo, estas caracterizaciones son utilizadas
como definiciones alternativas de la semisimplicidad.

TEOREMA 1. Para un R-modulo M =g M, las siguientes tres propie-
dades son equivalentes:
(1) M es semisimple.
(2) M es suma directa de una familia de submddulos simples.
(3) M es suma de una familia de submodulos simples.

DEMOSTRACION . Por convenio la suma y la suma directa de una fa-
milia de submodulos vacia seran ambas el mdédulo nulo. Esta convencion
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haré los siguientes argumentos validos en todos los casos, incluido el caso
M = (0).

Veamos (1) = (3). Sea M, la suma de todos los submédulos simples de
M, escribimos M = M; & M, donde M5 es un R-submoddulo conveniente.
Si M, # (0), aplicando los lemas anteriores tenemos que M5 contiene un
R-submoédulo simple, pero este ultimo debe estar en M lo que nos lleva a
una contradiccion. Por tanto, My = (0), es decir, M = M;.

Veamos (3) = (1). Escribimos M = ) ._; M;, con los M; submédulos
simples de M. Consideremos N < M un submédulo dado. Para demostrar
que N es un sumando directo de g M, consideremos una familia de conjun-
tos J C I verificando las siguientes propiedades:

(H > jes M; es una suma directa.
2) Nn Zjej M; = (0).

Podemos aplicar el Lema de Zorn a la familia de tales subconjuntos J,
con respecto a la inclusion usual. Esta familia es no vacia ya que contiene
al conjunto vacio. Asi, podemos seleccionar al conjunto J maximal. Para
este conjunto .J tenemos:

M :=N+> M=Nea M,
j€d jeJ
Veamos que M = M’, lo que quiere decir que /N es un sumando directo de
M. Para demostrar esto serd suficiente demostrar que M; C M’ para todo
i € 1. Sialgin M; € M’ 1a simplicidad de M; implica que M'NM; = (0).
Tenemos entonces

M+M=N&)Y MeM,
jeJ
en contradiccidon con la maximalidad e J.

(3) = (2) se obtiene aplicando el argumento anterior a N = (0).
(2) = (3) es una tautologfa. [J

Recordemos algunas definiciones.
DEFINICION 7. Una sucesion exacta es una sucesion
v Ay 2 A T A
de R-modulos A; y homomorfismos de R-modulos o; tales que
ker(ay, + 1) = Im(ay,).
Una sucesion exacta de la forma:
0—>A—>B—C—0,
se llamard sucesion exacta corta.
DEFINICION 8. Sea la sucesion exacta corta

0= M 5 M2 M -0,
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diremos que es escindida si existe i': M" — M tal que pi’ = 1y 0, equiv-
alentemente, existe p': M — M’ tal que p'i = 1. Esto es equivalente a
que M = i(M'") & X para cierto submddulo X de M.

TEOREMA 2. Dado un anillo R las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

(1) Todas las sucesiones exactas cortas de R-modulos por la izquierda
son escindidas.

(2) Todos los R-modulos por la izquierda son semisimples.

(3) Todos los R-mddulos por la izquierda finitamente generados son
semisimples.

(4) Todos los R-modulos por la izquierda ciclicos son semisimples.

(5) El R-médulo regular por la izquierda r R es semisimple.

Si cualquiera de estas condiciones se verifica se dice que R es un anillo
semisimple por la izquierda.

DEMOSTRACION . Podemos observar que (1) y (2) son equivalentes.
Veamos (1) = (2). Sea N un submédulo del R-médulo M. Consideremos
la sucesion exacta corta

0—N-5MS M/N 0.

Al ser escindida tenemos M = N @ M /N, luego M es semisimple. Para la
otra implicacion, si consideramos la sucesion exacta corta

0 M 5 M5 M =0,
con i(M") un submédulo de M y M semisimple, entonces M = i(M') B X,

es decir, la sucesion exacta corta es escindida.
Como tenemos la sucesion trivial de implicaciones

2)=B3)=4) =),

tnicamente nos queda por demostrar (5) = (2). Sea M cualquier R-
modulo por la izquierda con R verificando (5). Consideremos el homo-
morfismo de R-moédulos ¢: R — R-m donde m es un elemento fijo de M,
tenemos R/Kerp = Imyp = R - m, luego aplicando el lema 2 tenemos que
R - m es semisimple. Podemos escribir M = ) . R-my aplicando la
caracterizacion (3) del teorema 1 tenemos que M es semisimple. [

Si M es un R-moédulo por la izquierda, una cadena de longitud n es una
sucesion de submodulos de M de la forma:

0=My C M C---CM,=M.

Sila cadena es maxima, es decir, no admite la inserccion de mas submodulos,
se dice que es una serie de composicion de longitud n de M. Esto es equi-
valente a decir que los cocientes M /M;_; son R-mé6dulos simples.

Sea R un anillo semisimple por la izquierda, si usamos la dltima ca-
racterizacion del teorema anterior tenemos una descomposicion R = &, ;U
en R-modulos simples por la izquierda U; que son ideales por la izquierda
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minimales de R. Como 1 € R esta suma directa es en realidad una suma
directa finita. Para esta descomposicion finita podemos escribir una se-
rie de composicién de zR en la que los factores de la serie son {gzlf;}.
Asi aplicando la afirmacion (2) de la observacion 1 tenemos que p IR sa-
tisface las condiciones de cadena descendente y de cadena ascendente para
R-moédulos.

COROLARIO 1. Un anillo R semisimple por la izquierda es noetheriano
por la izquierda y artiniano por la izquierda.

4. Teorema de Wedderburn-Artin

TEOREMA 3. Sea R un anillo y M, (R) el anillo de matrices n x n
sobre R. Entonces todo ideal I de M,,(R) es de la forma M,,(U) para un
ideal U de R determinado de forma vinica. En particular, si R es un anillo
simple también lo es M,,(R).

DEMOSTRACION . Si U es un ideal de R, claramente M,, (/) es un
ideal de M,,(R). Si U y B son dos ideales de R, es también claro que
U = Bsiy solo si M,,(U) = M, (B). Consideremos I cualquier ideal de
M., (R) y seaU el conjunto:

U:={reR:3I(my;) €],z =mq}

Féacilmente puede verse que U/ es un ideal de R y habremos completado la
demostracion si vemos que I = M, (U). Para cualquier matriz M = (m;;),
tenemos

(D EiiMEy = mjFy,

donde F;; denota la matriz que tiene un 1 en el lugar 75 y cero en los demds.
Supongamos que M € [. Tomando ¢ = [ = 1, la igualdad anterior nos
dice que m;;, € U para cualesquiera j, k. Esto demuestra que I C M, (U).
Reciprocamente, tomemos (a;;) € M, (U). Para demostrar que (a;;) € I
es suficiente demostrar que cada una de las matrices a; F;; pertenece a [
para cada ¢, [, ya que (a;;) es suma de todas estas matrices. Por definicién
de U, podemos encontrar una matriz M € I que tiene al elemento a;; en el
lugar 11, por ejemplo. Entonces, para j = k£ = 1 usando la igualdad (1)
tenemos

apkiy =mu by = EnMEy € 1.
Lo que nos demuestra el teorema. [

DEFINICION 9. Un anillo de division es un anillo unitario en el que
todo elemento distinto de cero es inversible y por tanto una unidad.

EJEMPLOS 3. Todo cuerpo es un anillo de divisién. Asi, los anillos de
division eran también llamados cuerpos no conmutativos en la antigiiedad,
ya que la conmutatividad es la dnica propiedad que los diferencia.
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El anillo de los cuaterniones de Hamilton H, formado por los elementos
de la forma ag + ayi + asj + ask, con ag, aq, as y a3 € R con la suma
natural y el producto segutn la siguiente tabla

R I N A
Ll vl [ g | Kk
0 N e S N B
A el e O
kel kg | =i ] -1

es un anillo de division que extiende al cuerpo de los nimeros complejos.

Sia = ag + gt + as) + aszk con g, ay, as y az € R, definimos y
notamos el conjugado de & como @ = oy — ayt — ay) — aszk. Tenemos
que o = ap® + a2 + a? + a3 € R. Asisi a # 0, entonces o €
UMH)y at = (? + a1? + ao® + az?))~'a. Por lo que efectivamente
H es un anillo de division. Los cuaterniones forman un dlgebra de division
asociativa normada 4-dimensional sobre el cuerpo de los nimeros reales y
también un dominio. El centro de este anillo estd formado por los elementos
de la forma oy + 0z + 05 + Ok y por tanto es isomorfo al cuerpo de los
numeros reales. El centro de un anillo de division es un cuerpo. Los anillos
de division se pueden clasificar segiin su dimension sobre su centro, cuando
la dimension es finita se dice que son una extension finita de su centro.

Otro ejemplo de anillo de division es el anillo de division de los cuater-
niones racionales, formado por los elementos de la forma a + bi + cj + dk
con a, b, c,d € QQ forman una Q-dlgebra de divisién 4-dimensional a la que
llamamos R;. En R; tenemos el subanillo R, formado por los elementos
de la forma a + bi + ¢j + dk con a,b,c,d € 7Z. Rs no es un anillo de
division. Su grupo de unidades es U(Ry) = {+1, £i, =7, £k}, el grupo de
los cuaterniones.

Recordemos que si R es un anillo y V' es un R-moédulo por la izquierda,
con £ = End(gV') considerado como anillo de operadores por la derecha
de V, entonces V' = Vg es un (R, F)-bimédulo. En el siguiente teorema
estudiamos los anillos de matrices sobre un anillo de division.

LEMA 4 (Lema de Schur). Sea R un anillo, y gV un R-modulo por la
izquierda simple. Entonces End(rV') es un anillo de division.

DEMOSTRACION . Consideremos f € End(zV'). Entonces Im(f) # 0
y ker(f) # V. Como Im(f) # 0y ker(f) # V son ambos submddulos
de V' que es simple, entonces Im(f) = V' y ker(f) = 0, es decir, f es
inversible en End(zV'). O

LEMA 5. Sea R un anillo entonces R = End(rR).

DEMOSTRACION . Consideremos la aplicacién §: R — End(zR) defi-
nida como #(a) = ¢,, donde ¢,: R — R con ¢,(z) := za. Evidentemente
es un endomorfismo de anillos. Veamos que es monomorfismo, si ¢, = 0,
entonces xa = (0 para todo x € R, en particular para la unidad, luego
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a = 0. Por otra parte, si I" € End(gR) tenemos 7'(z) = T'(z1) = 27T(1) =
ory(x), luego T' = pr(1) y 0 es un isomorfismo. [J

LEMA 6. Sea R un anillo y L un R-mddulo simple. Se tiene entonces
que End(L™) = M,,(A) con A = Endg(L) un anillo de division.

DEMOSTRACION . Es claro que A = Endg(L) es un anillo de di-
vision por el Lema de Schur. Podemos construir el homomorfismo de anil-
los ®: End(L™) — M, (A) de forma que para f € End(L") tenemos
®(f) = (fij)ij=1 con fi; = m;fe; donde e¢;: L — L" se define como

i—1)

—— .
ei(x) =(0,...,0,2,0,...,0) ym;: L™ — L definida 7 (21, 22, ...,2,) =
x;j. Asi, el siguiente diagrama es conmutativo:

LTLLLTL

n
fij

L——1L

Se deja como ejercicio al lector comprobar que la aplicacion ® es un homo-
morfismo de anillos. Obsérvese que para todo z = (1, xs,...,2,) € L"
tenemos:

flz) = f(xy,29,...,2,) =
f(z1,0,...,0) + f(0,z9,...,0) +---+ f(0,...,0,2,) =
fei(@) + fea(x) + -+ fen(x) =
(mifer(x), mafer(x),...,mofer(x))+(m fea(x), mafea(x), ... mfea(x))+
co At (mfen(x), mofen(x), ..., mufen(x)) =

(Z T fei(x), meei(a;), . ,anfei(:c)) =

(O Fal@). 3 Fala). o 3 fue)).

Evidentemente ® es monomofismo ya que si f;; = 0 para todo i,j =
1,...nentonces f = 0. Ademas, es sobreyectivo ya que para cada

(fii)ij=1 € Mn(Endg(L))
podemos definir f € End(L"™) de la forma

f($17x27 s 717”) = (Z fz1<$)72f12($)7 . 7me(x>>

verificdndose ¢(f) = (fij)7 =1 O
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TEOREMA 4 (Teorema de Wedderburn-Artin). Sea R un anillo semi-
simple por la izquierda. Entonces R = M,,,(Ay) @ --- & M, (A,) para
anillos de division A+, . .., A, y enteros positivos ni, . ..,n,. El niimero r
estd determinado de forma unica, asi como los pares (ny, A1), ..., (n., A,)
(salvo permutacion). Hay exactamente r R-modulos simples por la izquierda
no isomorfos dos a dos.

DEMOSTRACION . Aplicando el apartado (2) del teorema 1 a R, te-
nemos rR = @;erL;. Veamos que |/| es finito. Como R es unitario 1 =
€1+ eio+ ...+ ¢, luegoparatodor € R, r = re;; +re;+...+re;s con
eij € Ly,;, por tanto R = @&;_, Ly.

As, R=EL" L3P ¢---dLFconl; £ Ljsii# jyEnd(gR) =
End(LT' & Ly? @ --- & L*). Ademds si f € End(L}" & L3* & ---
L7*)y L;, Lj son R-médulos simples con ¢ # j tenemos que 7; fe; es el
homomorfismo de R-mdédulos que hace conmutativo el diagrama:

L?l@...@sz_)f L’fl@...@sz

d -
mjfe;

L; L

Sii # j se verifica w; fe; = 0 lo que quiere decir que f(L;") C Ly
podemos definir el homomorfismo de anillos

6: End(LT" ®Ly*®---® L") — End(L}") ®End(Ly?) @ - - - ®End(L}*)

en la forma 0(f) = (f|Ly", fIL5?, ..., fIL;*). Es claro que segin su
definicién es inyectivo y sobreyectivo. []

Dado el anillo R = M,,(A) la trasposiciéon de matrices nos propor-
ciona un isomorfismo 6: R — R°. Asi, las propiedades que se verifican
por la izquierda también se verifican por la derecha. En general, como
My, (A) @ -+ & M, (A,) es un anillo semisimple por la derecha es
también semisimple por la izquierda, entonces tenemos la siguiente con-
secuencia.

COROLARIO 2. Todo anillo R semisimple por la izquierda es semisim-
ple por la derecha y viceversa.

EJEMPLOS 4. A modo de aplicacion, tratemos de encontrar todas las
algebras unitarias complejas simples A de dimension finita. Como A es un
anillo artiniano (por tener dimension finita) y A tiene unidad, es fécil ver
que es simple como anillo (cualquier ideal del anillo A es automaticamente
un ideal del algebra A). Por el teorema de Wedderburn-Artin A = M,,(A)
donde A es un anillo de division. Ademds como A = End4(L) donde L es
el A-médulo simple al que nos referimos en el teorema, entonces podemos
dotar de estructura de C espacio vectorial a L y por tanto a A = End4(L).
Definimos la estructura de C espacio vectorial sobre L mediante:

CxL—L
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k-x—(k-1) x

Luego A es un dlgebra de divisiéon compleja (necesariamente de di-
mension finita ya que A lo es). Ahora bien, la tnica dlgebra compleja de
divisién de dimension finita es el cuerpo de los complejos C (véase [2]
Proposition 5.4.5, pagina 150). Por lo tanto, A = M, (C). Ademas, el
entero n estd determinado de forma tnica por A: sabemos que n es la di-
mension del (necesariamente tnico salvo isomorfismo) A-modulo simple.
En el caso real la situacion es ligeramente mas complicada por el hecho de
que segun el teorema de Frobenius, hay tres dlgebras reales de division de
dimension finita salvo isomorfismo. Estas algebras son R, C y H (los cu-
aterniones de Hamilton). Aplicando el mismo razonamiento que antes, se
llega a que las unicas dlgebras reales simples de dimension finita son salvo
isomorfismo M,,(R), M,,(C) y M,,(H). Nuevamente, el nimero n, asi
como el dlgebra de coordenadas (R, C o H) quedan determinadas de forma
tnica por A.

Sobre otros cuerpos la situacion puede ser mas compleja. Por ejemplo,
si A es una K-algebra simple de dimension finita y X' = F,n es el cuerpo
finito de p™ elementos, entonces como antes A = M,,(A) donde A es una
F,n-algebra de divisién y de dimension finita. Esto implica que A es un
algebra de division finita. Por el Teorema pequefio de Wedderburn, toda
algebra de division finita es un cuerpo (véase [1], Theorem 1.13, pagina
265). Por lo tanto, A es un cuerpo (finito) extensién de F,~. En consecuen-
cia, A = F i para algin k > 1y tenemos A = M,,(F,x). Luego en este
caso disponemos de una cantidad infinito numerable de clases de isomorfia
de dlgebras de coordenadas.

La situacién es mucho mas compleja sobre el cuerpo de los racionales:
ademads de todos los cuerpos extension de @, existen dlgebras de division
sobre Q que no son cuerpos. Las posibilidades para A se amplian enorme-
mente en este caso y por tanto el nimero de clases de isomorfia se dispara.
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