
CÁNDIDO - parte 2 :

Han visto : i A anillo artiniano simple Carrillo = con 1)

entonces A ✗ Mn (D) con D anillo artinicno de división

( casi como yo !
1

2 A anillo artiñano semisimple
entonces A A Mn

.
(D.)⑤ . . . .

⑦Mnq ☐q )

Vamos a tjar más en álp que
manillas .

¿ cuál es la diferencia?

A- ✗A → A

Def : Si kcpo , A una K - álgebra {
anillo

Kespvectnial K ✗ A→ A

y las operaciones se llevan bien : (ba) b = a (b) =D Lab)

Vamos solo a considerar K-álgebra de dim finita ( en este

caso elcnillo silbyaunte es necesariamente artiñano :

si Ii☐ Iz .
- - . sino . . . .

_ . .
son ideales billeteras de A ,

la cadena se estabiliza :

pero como IEA ⇒ > a ¿GI si AEI ? Sí pues :EE
÷
( J1) a C- AI CI

Cosa que esos Ii son subespacios vectoriales - nosólo ideales - )
. ti

esto me permite tomar dimensiones
y como la dim es finita /tanto deA como de todos los Ii )

c- IN)
y dim I, = dihn Izz

. . . . .
(70

⇒
' '
esta cadena de números no puede ser estrictamente

decreciente!
" ( todos zo)

En resumen i A K- álg f-d ⇒ A anillo arlimóno
.{ Y A es simple [como anillo si lo ve como álgebra)

Del
:

xq los ideales como anillo

coinciden con los ideales del álgebra
¡ gracias a la unidad de A ! a- como hemos probado

antes

Por tanto A = Mis LD) y como dim A- = NZDIND ⇒ ¡Dtbes fin -din!
t

on D una K-álgebra de división f-d
I
hay que reonoos que

ests punto no lo ha explicado del todo
( hay Trucos como usar el auto ) |



Y si A es K - álg sumóhph fin - dim
⇒ A- A Mn, LD , )⑤ - - ⑦ Muy LDQ)

donde cada Di es K - álg drdrv fin -dim .

Total
, que reduce el problema a calcular las K-álgddiv fin - dim .

• Si K = IR ⇒ sólo hay tres D's : R
,
Q

,
HI

.

• si K = Ñ 1dg . cenado)
¿ puedo amiga quien es D K -ílgdrdirf -d?

¡ sí ! Veamos
pu
D=K-1

Dey : See a ad - so }

sea Sn = 3 1
,
a
, . _

. a
" '

,
a
" } CD

.

No puede ocurrir que Su loí tu (
porque Df-d)
y en tdcso ahh 7h ltn . . . .

Sean el menor natural tal
que
Su lrdep .

⇒ Ido - - in no todos nulos tales
que

Lo + La +
_ _ tina" = O

¥ por la Iecein den como

el " menor
"

_Ele- ble -ble
⇒ a

"
+ E- a"

-'

+- -E- = o
→ a es raíz dem pol irónico . Así pues;

I m (x) mónico de grado mínimo con mca)= O

Como k=E ⇒ mcx) a (×-8,) . _ . . Lx - In ) centrados los Pick

Evaluando en a : O = la-8;D. . _ .
la- In- I)

⇒NPN←
☐¿ya,

tú con a- 8in -- O ⇒ a = I. A ⇒ a c- K . 1.*divisas
ahora

LQBS : hemos usado TODAS LAS HIPÓTESIS)

Si Kroes algebraicamente cerrado ¡¡ continua siendo un problema abierto

de investigación el CLASIFICAR LAS K- álgs de división ! !
( sigue abierto!! )

Por tanto { K-- Ñ , Ak- atg simple f- d ⇒ Arun CKI

RESUMEN '
i

' '

suniúyrle
' ' ⇒ A A Mn

,
LK / ⑧ - - - ⑤Mnglk)

está
Además el nlrdhtuminndo oh modo único ;

si Mnlk) a Mm ( K ) ⇒ mar

Paren su

µ Pyn sí demostró la unicidad



Def : Kcpo , A K -álg , un A-módulo M es un k-esp.net M

donde Mes A- ✗ M → M ( serafina para
Aonleeotmetne

una -módulo : [ a , m ) ~, a. un
dnailb )

talqn Y Cami = Liam = aldm) Vaast
del

MesónA-
meM

Pero de mino Mason A-mrodul.ES módulo para
el anillo

(preAK -álgl jrubyaunte
( No hay diferencia entre las☒drmódulos mirando

A como álgebrao como anillo ) dauenlapuebees
> usando

que AAEA!

Def : M un A- módulo se dice irredimible o simple
si M no tiene submódulos además de 0

y M

( Esqm tiene una catgnía :

Objetos : A - móds

{ Mafomos : si M
,
M' A-mid ,

f : M→ M
'
n dice homomorfismo oh mods

á fhhed ,flamt-aflmIV-ac-AV-moMAp.grM A - mód
, N CM srdin aubrmídulo ai leirdeinén

es morfismo dnmdds

para

Def : M un A-módulo a dice sunisimphe si todo NEM
existe N

' EM (módulo ) ea Me N⑧N
'

(popo MEÓD TIENE COMPLEMENTO) ↳ tb llamado

completamente reducible
Esto es qpinhíhagm M - ② irreducibles

Ejemplo : A- = Mn (K) Entonces :

M = K
" Lautner alumna) A ✗ M → M

/ Caid , / ¥ ) ) -1 ( Zaira)
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Setsuna : a ) M es un A- módulo simple l esto no es difícil ]

pero Uds AÚN

b) M es íeniro salvo bombón ! !
Con pregunta si lo han visto -- Parece

que no .
Bueno

,
en ejercicios .

¿ Y si A es srminiyh ? Como A- = Mnilk ) ⑦ . - ② Mnglk )

! Entonces K
"

,

K
"

, _ -

K
""

sm A - módulos ahphs no csiomafosSik--

KTy NO HAY Más

¡ mano
si los ni

|
V. = K
"

: A ✗ V , → v , y son distintos !
la

,
v ) → Ti(a)0 ¿

pnpnsmisomefos
Pa tanto los módulos simples para A- K -Elgf -d como e. rpniro

si K a. a Hyde como usarlos

oomiahple
son arehicrnocidos !

Descansillo

Notar
pu A EMn.lk/ ⑦ . . .

⑤ Mnglkl ⇒ dim A = Én?
izs

,

donde

q = n
. µ gama g.magá}
oh mód simples

tntvodwocemos ljo drupvsmtaeians :
si M es un A-míd

.
A K - aty

⇒ re : A → Endre M = 4T: M → M /TR- lineal}
a i-r.ca) : M → M

m → r la) (m ) : - a.m

Es fácil comprobar que r homomorfismo de K - atg
A r se le llama representación deA en el e. o M

.

y



Def : una representación de la K - atg A
no es más

que r :
A → Endnv hom de K -álgs .

AV = se le llama el espacio de la representación
dhnv = grado de lenpvsentaeién

Esto es reouribh : Dado ~: A→ Endnvnpvmteeiár
⇒ ✓ es un A- módulo

dim : Axv→ ✓
La

, v1 → a. v ÷ Ale) Lo)

Módulo ¥-7 Representación
[ de hecho son antiguas bombas)
( # unpe no hemos definido la categoría de las nprsmteáas ,

si A- K -dy , la categoría Repr A { Obj : representacionesr : A-→ Enduv

Maf : Gri : A → Eaeheví→

J zl
,
2

→

hompupnA lriirzl = {T : V ,→Vzhh / Vi
±
>V2 }

ruta CP tras

Hay veces

que usemos una cosa y euros lata
.

"F "

Def : r : A-→ Endrv .

SEV L subespacio) se dice r- invariante Lchumhrts pn

la representación ) si rcal Islas Fae A

Ej : S -40} y se V son r - inuits siempre
Def rsie dia irreducible si ITSEV a-dnniatea 5=40}

o V
Las
up

irreducibles SE CORRESPONDEN con los A-módulos simples .
g



Nota : Si VK.eu drdimn ⇒ Enduv 1- Muck)

Por tanto una representación es una manera de asociar

alos elementos chun

álgebra , matrices ( que obviamente
esmudosfíil)

Df : Si si : A → Endnvi vpomtaáns ,

rioora : A-→ Endn (Vitoria)

a → V ,⑤ Va→ V
, ⑤ Vz

Octava ↳ r
, la)/vi) trato) luz )

Def : r : A → Endiv se dice completamente reducible
si r = rito . - +0dg con si repartición ineduábh
-

= irreps ( las vamos
a llamar

Rops a ☒ Motos irreps )

completa red nos módsunísmph
Ínep → mród pinple Ahora que

ha terminado con

los corruptos drupymóds
sobre álgebras ( galos sabían

Definiciones :D G
grupo , K

qpo ,
VK - e. v. anillos ) empieza dicho. onaptoe

en
grupos . . .

Todo funcionaigual
Gxv→ r

Lg , o ) →gv O
"' +" "

=D" J" | osea eaaaindr G

y
Art = A gv en V es lineal

gilgaol = lgiplr | oxe Gxv→ V¿ lv = o
aceim

A esto n le llene V G-módulo

2) ✓
y W G-módulos

,
Tv→ W K - hhed se dice

homomorfismo de G-módulos si T /g.
v1 = g. TIM

VON

T T goa
(etc

, un poco dormida de defs ) Gwar Gxw-1W
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OBS : f grupo , kqr ,
VK.eu

.

Si V es un G- módulo / Gxv→ ✓

lg , v1 → g. o
)

⇒

p
: G→ GLIVI hom degrupos → a esto a

lntbnae
g. ~ pcg) : ✓

→ V
npumtaáí dos

v→ go

Def : the representación de G en un e.v V es

p
: G→ GLLV) hom de grupos

✓= especie dile rymenrte-
ahhhh grado de la "

RECIP : si
p repunte

ahí ⇒ Gxv→✓ es ✓es un G-miduh

p
: G-IGLWI cg , v1 →plgllrt

Y de muro pudo definir la categoría Pupn G y up
irreducible

y
n completa reducible . . .

Problema central de la teoría :

G finito , K =bueno , cálculo de las Úneps salvo usiomefismo .
Cada

up de pedo finito es completa reducible .

cómo encontrar esas _ndoep ( usa teoría de aretes )

Gangsta :
Para el

grupo No conmutativo más chino , Sos = grupo de permutaciones
desalineados

Cipol) & = < s.gr/s2--g?--I,sg--g2s > a- a Cándido legustamcs
A darlo en fuma de

Mors
que presumes ilticaf : a- ( I2) presentación

S
g = ( 123)

y a
ti) Rep de grado 1 : A-cuerpo :

si
p : a→ Gllv) E E"

f
"

zs Llamo pts1 = s
'

⇒ s
'
= ± /

pcgl =gr
⇒ LSI? ,

P =\
3
-

2

s
'

g
'
=
'is' ⇒ t.gl
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Tengo dos np p ,
: s→ i

g → ,

Portento pilxl = | lfx .

J pa : s → -1 Portento palo ) = ágnx pues pa
: | → I

y → |
' s → -1

g. → |

gr → l
Obviamente
¡ ya

son ineps porque
dinv=\ ! ! sg → _ ,

sg
'
-s -i

¿ cómo calculamos las Imps de grado 2 ?

( Lo deja aquí y no seguimos ; pero un acercamiento sería :

Ésaetúe en Ódr modo bastante natural

SS × ¢3 → ¢3

( G
, lxixaxs)) → Cerca

,
✗Ocu , Xrcss)

QS no es irreducible pues
V = < LIIII>

iban gubmódnlo [claro)

Como veremos todo submódulo tiene complemento

así
que

IÓ = V ⑦ www.imdb#nsien2
¿ se nos ocuvedguno ?
te

he vnded que
sí :

{ lxi , xa , xs) / Xitxztx] = O} =Al

subespacio Sz - iniciarte

¿ es irreal?

Pues d xq
si se pudiera reducir

gnadñaún trivialmente en M

y NO Lo reten

Lo
que ya

NO ES NADA OBVIO es que
NO HAY MÁS IRREPS

.

de Sz además de M y deles dos de dim 1 : Í todo módulo

es suena direataf.de estos 3! Para esto necesitamos algo de teoría- . . ) g
drcopias


